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Apollonius ( um 247 v. Chr. ) ist der älteste mathema- 
tische Schriftsteller^ welcher die Aufgabe, Kreise zu be- 
schreiben, von welchen drei gegebene Kreise (Gerade oder 
Punkte) zugleich berührt werden, in einer besonderen, zwei 
Bucher umfassenden Schrift ausführlich behandelt hat. Wenn 
diese Arbeit leider, verloren gegangen ist, so hat man sie 
doch nach Anleitung der Angaben, welche Pappus (zu Ende 
des vierten Jahrb. n. Chr.) in Betreff der dabei von Apollo- 
nius benutzten Sätze uns aufbewahrte, wieder herzustellen 
versucht, zuerst Vieta (1540---1603) in seinem Apollonius 
Gallus. Durch diese Untersuchungen ist es wahrscheinlich 
geworden, dass Apollonius von der Betrachtung der beson 
deren Fälle, in welchen einer oder mehrere Kreise de 
allgemeinen Aufgabe^ die drei Kreise voraussetzt, durch Ge 
rade oder Punkte ersetzt werden, zur Erörterung des all 
gemeinen Falles fortschritt. Die Entwickelungen der neue 
ren Geometrie setzen uns in den Stand, sofort für den 
allgemeinen Fall Lösungen zu finden, welche, vorzugsweise 
auf die Eigenschaften etlicher für die Kreislehre sehr wich- 
tiger geometrischer Oerfer gegründet, an Eleganz Nichts zu 
wünschen übrig lassen. Die Schriftsteller scheinen indess 
einen Fall unberücksichtigt gelassen zu haben, der gleich- 
wohl eine besondere Berücksichtigung verdient, nämlich den, 
in welchem die Mittelpunkte der gegebenen Kreise derselben 
Geraden angehören. Um eine auch für diesen Fall gültige 
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Auflösung hipzustelleD, wird es nöthig, die Theorie der so- 
genannten Potenzlinie zu erweitern. Beide Lücken will die 
vorliegende Schrift ausfüllen. Zu dem Ende ist in die vor- 
bereitenden Betrachlungen neben den Theorien der oben 
angedeuteten geometrischen Oerter diejenige des ^,z weiten 
Potenzortes/' welchem in Grunert's Archiv unter der 
Bezeichnung ,,Linie äquidifferenter Potenzen^^ ein Aufsatz von 
Dr. Rösters gewidmet ist, aufgenommen und mit der des 
,, ersten Potenzortes" (Potenzlinie) verknüpft worden. 
Zur passenden Bezeichnung und Unterscheidung dieser bei- 
den Oerter habe ich mir die eben angeführten Benennungen 
anzuwenden erlaubt, weil sie von den bisherigen nicht we- 
sentlich abweichen und für jenen Ort einen kürzeren Namen 
gewähren. An die Herleitung der Auflösungen der allge- 
meinen Aufgabe, (ur alle Lagen der gegebenen Kreise, sind 
sodann, um dieselben auch auf solche Fälle anwenden zu 
können, in welchen von den gegebenen Kreisen einer oder 
mehrere durch Gerade oder Punkte ersetzt werden, Grenz- 
betrachtungen über die zur Construction nothwendigen Ele- 
mente angeschlossen worden, welche ganz abgesehen von 
den aus ihnen resultirenden Ergebnissen wohl geeignet sein 
möchten, dem Anfänger den Weg zu zeigen, welcher bei 
anderen ähnlichen Untersuchungen einzuschlagen ist Den 
Schluss bildet die Bestimmung derjenigen sechs Kreise, von 
welchen jeder vier von den acht Berührungskreisen der drei 
gegebenen Kreise berührt, eine Betrachtung) welche theils 
zu lehrreichen Recapitulationen Veranlassung giebt, theils 
eine interessante Anwendung der ersten von den mitge- 
theilten Auflösungen des Problems darbietet. 

Erfurt, im Februar 1S56. 

Der Yerfassefi 
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f 1. 

Die Potenzörter. 

Wenn zwei Krrise, wie Afi und M^ in Fig. 1., in zwei Punk- 
ten Bi und B2 sich schneiden, so geht durch diese hindurch ihre 
gemeinschaftliche Sehne ÄiÄj, auf welcher ihre Centrale Af|Afj, 
wie sich durch Congruenz der Dreiecke leicht nachweisen lässt, in 
Dj dem Durchschnittspunkt heider, senkrecht steht; und zugleich 
ist dieser Durchschnitt D Aar Halbirungspunkt der Sehne £|0,. 

Zieht man nun die Geraden BiM^ und BiJfs, so ist: 
BiD^ = JfiBt» — Afiö» = M^Bi^—M^D^ (pythag. Lehrs.) 
öder, wenn man MiB^ und IfjÄi' transponirt: 

MiBi^—M^B^^=^ M^D^—MJ)^ 
d.h. wenn MyB^ und M^B^ bezu^ch mit Ji| und Ji^ bezeichnet 

werden: (1) ÄiD*— -»2!)» = Äi*— V- 

Diese Gleichung lässt sich auch, wenn man die Differenz der 
Quadrate auf der einen, wie auf der anderen Seite durch das 
Product der Summe und Differenz der Seiten ersetzt und berück- 
sichtigt, dass 3f|D+Jf20 = MiM^ ist, in folgende Form bringen: 
(2) M,M^.{M,D-ltJBI)^(B,+1i^).B,-B^r 

Die hierin. enthaltene Beziehung kann man benutzen zur an- 
derweitigen Construction des Punktes D. Zieht man nämlich durch 
Ml den Durchmesser EiE^ \\ BiM^ und durch B^ die Gerade 
B|F II M^Mi und bezeichnet durch E den Durchschnitt von ExE^ 
mit J|F, so. bestehen folgende Beziehungen: 

E^H »» MiEi — MiHss jlf|£|— Ifj'i^^^ — -Bj, 

Htllwif, fnMm> 1 
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ferner hat man nach emem bekannten Satze der Kreislehre: 

E2H . E^H ^ HBt . BF, 
d. h. wegen der vorstehenden Werthe : 

(3) {Rt+R.,).(Ri — R^)=:M^M^.HF^ 
eine Relation, deren Vergleichung mit (2) zu der Folgerung fiührt, 
dass fff = MiD — M^D sein muss. 

Ausserdem ist ersichtlich , dass , wenn man von Ä| auf B| F 
das Loth JfjJL fallt, dieses die Sehne BiFin JThalbirt und FK^MtD 
macht. Man könnte also durch Abtragung der Länge FK von M^ 
aus nach M^ hin den Punkt D finden. 

Wenn auch die eben angestellte Betrachtung massig erscheint, 
vrie sie in der That für den vorliegenden Fall weitläufig und ziem- 
lich nutzlos ist, so hat sie doch des Folgenden wegen entschiedene 
Wichtigkeit. 

Vorläufig aber verweilen wir noch einen Augenblick bei' der 
gemeinschaftlichen Sehne BiB^, 

In der Gleichung (1) ist mithalten: 

]jelur«AtB 1. Die gimeimehafiliehe Sehnt zweier Mk leftnci- 
denien Kreise theiU die Centrale io m zwei ÄhtchnilU, dass die JHf* 
ferenx der Quadrate derselben der JHffetmx der Quadrate der Radien 
gleich ist. 

Durch Verlängerung der Sehne BiB2 erhält man in der un- 
begrenzten Geraden GiG^ die gemeinschaftliche Sekante der beiden 
Kreise Mi und M^ ; wenn man auf dieser dnen beliebigen Punkt 
durch P bezdchnet und denselben mit M^ und M^ verbindet, so 
hat man: PD^ ^ M^F^-^ M^D^^ ^^J^-^-M^D^ 
und folglich auch: M^F^^M»^F^:=^M^1)^^M^D'^, 
wodurch wir in Veii)indung mit Gl. (i) zu 

(4) J«fiP*—ilfjP*e:Jli«—Ä4* gelangen. 

Diese Gleichung gid)t: 

IiehMAtB 2. Jeder Punki isng der gemeinsehafüiohen Sekante 
ztDeier sich schneidenden Kreise hat die Eigenschafs ^ dass dia Diffe- 
renz der Quadrate seiner Verhindungsgeraden «ii< den Mittelpunkten 
der Kreise gleich ist der Differenz der Quadrate der Aadien. 

Wenden wir uns jettt zur Betrachtung tweier Kreise Ifi 
und M^y welche sich nidit schneiden, wie in Fig. 2. und 3., so 
existirt auch bei ihnen trotfe den Mangeln an Durchschnitten eme 
Gerade, welche mit ^r im obigen Lehrsaöi ausgefljkrechtiito Eigen- 
schaft ausgestattet ist Um dieselbe aufzufnd^ bedi^Bai wir uns 
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der ConstructioD , welche wir oben auf Gl. (2) fussend angegeben 
haben, indem wir sie der veränderten Lage angemessen modifi- 
dren. Dann stellt sie sich folgendermassen dar. Wir ziehen die 
Centrale MiM^ und darauf senkrecht die Radien Afi£| (verlängert 
bis B^) und Afs^* die mithin auch zu einander parallel sind, 
und legen, da hier die Endpunkte der Radien J?| und E^ ver-* 
schiedenen Kreisen angehören, einen Kreis durch £|, E^ und E^ 
(früher auf dem Kreise Mi liegend). Dies geschieht durch Ver- 
. bindung von Ei mit ^ , Halbirung von EiE^ in L und Errichtung 
des Lothes LM aut EiE$ in £; dann ist M der Mittelpunkt dieses 
Kreises. Reschreibt man denselben mit Jf J?t « zieht BgFfiM^Mi^ 
BiE^ in B schneidend , fallt MKd, EiF, verbindet Af| mit F und 
zieht noch KD\\FMi, so ist D der Punkt, in welchem die oben 
umgedeutete Gerade GiG^ auf MiM^ senkrecht steht. 

Das Stattfinden der GL (3) beweist man aus dieser Con« 
struction ganz wie früher; nach ihr ist also: 

MiM^.BF^ (Ri+Rt).{Ri—R^). 
Ferner ist: HF— FK—BK=: MiD—HK^MiD-^MiM; ausser- 
dem überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit folgender Glei* 
chungen: MiD^FK, FK^E^K, EiK^^M^M, 
woraus sich ergiebt: 

(5) MiD = M^M oder MiU—M^D. 
Hierdurch verwandelt sich der obige Werth von HF in MiD — M^D 
und die Emsetzung desselben in die Productengleichung bringt 
genau die Gl. (2) hervor, die selbst nur eine Umformung von (1) 
ist Die Gl. (1) und in Folge dessen auch die Gl. (4) bestehen 
folglich für die eben construirte Gerade fiifi, bei zwei sich nicht 
schneidenden Kreisen Mi und M^ ebenfalls. Der gegebene Reweis 
weicht in Fig. 3. nur dadurch ab, dass die Centrale MiM^^s 
MiD—M^D, dagegen BF=^ FK+HK ist. 

Aus der eben vollendeten Retrachtung können wir übrigens 
eine einfachere Construction des Punktes D entnehmen; denn so- 
bald M gefunden ist, darf nur noch MjD =i MiM gemacht werden* 

Der Uebergang aus der Lage der Kreise in Fig. 1., wo sie 
sich ftdmeiden, zu der in Fig. 2., wo sie auss^ einander liegen^ 
geschieht dadurch, dass wir den Kr. M^ allmählich nach rechts 
fortrücken lassen; hierbei stellt sich als eine bemerkenswerthe 
JSwiscbenlage diejenige heraus, in welcher die Kreise sich (von 
aussen) berühren (vergl. Fig. 4.)« Dann ist die gemeinschaftüclie 
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Sekante in die gemeinschaftliche Tangente übergegangen, welche 
augenscheinlich die in Lehrsatz 1. und 2. ausgesprochenen Eigen- 
schaften ehenfalls hesitzt. Will man aber aus der Lage der Kreise 
in Fig. 1 . zu der in Fig. 3. , wo der Kr. üf, innerhalb des Kr. Jf, 
liegt , übergehen, so muss man den Kr. M^ nach links fortschieben 
und auch hier den Grenzfall überschreiten, in welchem die Kreise 
sich berühren (aber von innen). Auch alsdann ist die gemein- 
schaftliche Sekante in die Tangente verwandelt, wiederum mit Bei- 
behaltung der schon oft erwähnten Eigenschaften. 

Da folglich die Gerade G1G2 bei allen nur möglichen Lagen 
der beiden Kreise Mi und M2 sich mit der in Lehrs. 2. niederge- 
legten Eigenschaft ausgestattet zeigt, so wollen wir ihr für alle 
Fälle den Namen erster Potenzort der beiden Kreise 
beilegen (PotenzKnie, Linie der gleichen Potenzen, Chordale, axe 
radical). Derselbe befindet sich, wie man leicht aus der Gl. (1) 
folgert, wenn die Kreise ausser einander liegen, zwischen densel- 
ben und zwar dem Mittelpunkt des kleineren, so wie der Peripherie 
des grösseren näher; wenn von den Kreisen aber einer vom andern 
eingeschlossen wird, ausserhalb derselben auf derjenigen Seite vom 
Mittelpunkt des grösseren, auf welcher der des kleineren sich befindet. 

Wie bei zwei parallelen Geraden der Durchschnitt derselben 
dem Bereich des Endlichen entrückt ist, so fallt auch der erste 
Potenzort zweier Kreise in das Gebiet der Unendlichkeit, sobald 
ihre Peripherien parallel , d. h. die Kreise concentrisch sind. Dies 
zeigt auch unsere Construction, auf diesen Fall angewandt, dadurch 
an, dass sie verlangt, durch drei in einer Geraden liegende Punkte 
einen Kreis zu legen, als welcher nur die Gerade selbst angesehen 
werden kann. In der That, denken wir uns in Fig. 3. den Kreis 
Mi nach links allmählig fortgerückt, bis 'sein Mittelpunkt mit M^ 
zusammenfallt , so entfernt sich der erste PotenKort immer mehr, 
da j|f|D — MiD immer kleiner, ifiD-l-JfsD aber immer grösser 
wird. Im Moment des Zusammenfallens von M^ mit M^ ist GiG^ 
im Unendlichen und erscheint, sobald üfj noch über M^ hinaus 
nach links weiter geht , auf der anderen Seite der Kreise wieder 
im Endlichen, wie denn ein solches Hinüberspringen eines Gebildes 
von einer Seite zur anderen stets durch die Unendlichkeit vermit- 
telt wird. 

Die in Lehrsatz 2. enthaltene Eigenschaft können wir jetzt so 
ausdrücken: ^ 
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liehrmaiu 3. Die Differenx der Quadrate der Verlnndungi^ 
geraden irgend eines Punklei auf dem ersten Potenzarie zweier Kreist 
mü den Miltelpunklen derselben ist gleich der Differenz der Quadrate 
der Radien, 

Wir wollen jetzt den bei der Construction des Punktes 1> in 
Fig. 2. und 3. benutzten Punkt M noch näher in Betracht ziehen. 
Setzt man nämlich die in (5) stehenden Werthe in Gleichung (1) 
ein, so ergiebl sich: 

MtU^—MiM^ = Ri^ — R2^, oder auch: 

Errichtet man nun in Fig. 5. in ü auf MiM^ eine Gerade 
g^g^ senkrecht» so wird man, wenn man einen beliebigen Punkt 
p derselben mit Mi und JH^ verbindet, auf dieselbe Weise, wie 
oben von Gleichung (1) zu (4) fortgeschritten wurde, von (6) 
übergehen können zu: 

(7) pifj»— j>JI,2=— (Ä|2— Ä,2) oder plf,»— pift^^Ät^-V- 
Diese Gleichung ist der Gl. (3) ganz analog und enthält eine durch 
die Radien der Kreise Mi und itfj ausgedrückte Eigenschaft einer 
Geraden, welcher wir dieser Analogie wegen den Namen zweiter 
Potenzort der Kreise Jlf| und M2 geben (Linie äquidifferenter 
Potenzen in Grunert's Archiv TU. XIX.). Vermöge dieser Fest- 
stellung erhalten wir: 

lielir«atz 4. Die Differenz der Quadrate der VerbindungS'- 
geraden irgend eines Punktes auf dem zweiten Polenzorte zweier Kreise 
mit den Mittelpunkten derselben ist gleich der negativen Differenz der 
Quadrate der Radien. 

Was die Lage dieser Geraden zu den Kreisen betrifft, so ist 
dieselbe in Fig. 5. Sekante des Kreises Mi ; rückt man aber den 
Kr. M^ aus seiner Lage nach rechts fort, so nähert sie sich der 
Peripherie des ersteren und wird Tangente an denselben, sobald 
der Abstand XY der nächsten Durchschnittspunkte der Peripherieen 
mit der Centrale den Werth 

V2Ät*— V— Äi annimmt. 
Denn liegt, wie in Fig. 6., M auf der Peripherie des Kreises M^, 
so hat man MEi = MEg , wenn E^ und E^ die frühere Bedeutung 
behalten; ferner ist: MM^^ == E^M^ — E^M^^, also auch: 

MM^^ = E^M'^ — R^^ , 
d. h. weil EiM^ = MiM^ +Mi E^ ^ = 2Äi 2 ist, 

JMI,»=u2äi2 — Ä,2. 
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Berücksichtigt man nun, dass Mr^Mlf^—rMt^MM% — B2 ist 

fto ergiebt sich der obenetehende Werth: 

(8) JlfF=VaÄi* — Äi* — Ä,. 

Beschreibt man daher über MEg einen Halbkreis, so ist die 
Sehne M£ = B^E der Hälfte desselben dem Halbmesser X| gleich 
und man kann also, wenn der Kreis M^ nnd der Punkt Jf gegeben 
ist, leicht den Halbmesser JR| des Kreises Jf| finden; man darf nur 
M^Eg J^MMg ziehen, M mit E^ verbinden, über ME^ einen Halb- 
kreis beschreiben, denselben in Z halbiren und MZ ziehen, so ist 
MZ der gesuchte Halbmesser. 

Bückt man den Kr. M^ weiter nach rechts, so schneidet der 
zweite Potenzort den Kreis if| nicht mehr, sondern entfernt sidi 
von ihm weiter und weiter (vergl. Fig. 7.). 

Jetzt möge der Kr. M^ aus seiner Lage in F^. S. nach links 
wandern; dasselbe thut dann auch der zweite Potenzort. Er gdit 
durch den Mittelpunkt des Kr. if| , sobald die gemeinsdialUiche 
Sehne der nunmehr sich schneidenden Kreise den Mittelpunkt M^ 
trifft (vergl. Fig. 8.); hierauf rückt er weiter nach links. Fallen 
«idlich die BGttelpunkte der Kreise zusammen, so ist, wie der 
«rste, auch der zweite Potenzort im Unendlichen verschwunden, 
beide jedoch auf verschiedenen Sdten. Bei einer gewissen Lage der 
Kreise ist vor seinem Verschwinden im Unencflichen der «weite Po- 
tenzort Tangente des Kreises Jf| im Punkte M (Fig. 9.) gewesen, 
nämlich damals , als das Stück MY vneder den in (8) enthaltenen 
Werth hatte, wie eine der oben mitgetbeilten entsprechende Be- 
trachtung an Fig. 9. sofort ergiebt. 

Die gegenseitige Lage beider Potenzörter ist durch Gl. (5) 
festgesteUt; diese Bestimmung lässt sidi indess noch etwas anders 
ausdrücken.. 

Bezeichnet nämlich (Fig. 2.) die Mitte von JKfilfs, so folgt 
aus (5), dass auch (9) OU^OD sein muss. 

Nennt man also D den Hauptpunkt des ersten und Jf den 
Hauptpunkt des zweiten Potenzortes, so hat man: 

üehrsate 5. D*r Hauptpunki des er$t$n Poiensmiet ist vom 
MUtelpuhkl des einen Kreises ebenso toeil entfernt, als §er Bempt" 
punkl des xweilen Potenzortes vom Mittelpunkt des anderen Kreises*^ 
oder auch: 

Die Hauptpunkte des ersten und zweiten Polmz&rks sind vom 
Halbirungepunkt der Centrale gleiek weit entfernt. 
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Eigenschaften der Potenzörter. 

Von jedem Punkt auf dem ersten Potenzort zweier sich 
nicht schneidenden Kreise kann man an jeden derselben eine 
Tangente ziehen; bei zwei sich schneidenden Kreisen geht dies nicht 
an von den auf ihrer gemeinschaftlichen Sehne befindlichen Punk- 
ten aus. Sind nun (Fig. 1. 2. 3.) PTi und PT^ zwei solche und 
man verbindet Ti mit Jf| und T^ mit M29 so hat man: 

Pr4* = ilfiP— Äifi* und PT^^^MJ^—MxU^ oder: 

PT^a^ÄiP*— Ä|»und 

ilf,P*— V = JTJl^ 
woraus durch Addition hervorgeht: 

PTjHiftP*— ili*^ PTjiHilfiP*— Äi^ oder 

Vermöge der Gl. (4) folgt aber hieraus, dass 

PT^'^:=zPT^^ oder 

(10) PJj =Pr, ist, d.h.: 

IJelirflatB 6, Jeder Punkt ßmf d€m ersUn Potetia^rie zweier 
Kndsßf van welchem eich iiberhaufi Tangenten an dieselben ziehen 
lassen, hat die Eigenschaft j dass die Tangenten von ihm an 4ie 
Kreise gleich sind. 

Wir fragen Uer, ob nicht etwas Aehnlidies von den auf der 
gemeinschaftlichen Sehne zweier sich schneidenden Kreise liegenden 
^^nkten gesagt werden kann. Ist beispielsweise F in Fig. 1 0. ein 
solcher Punkt und man zieht PMx und Fif,, so best^t nach (4) 
die Gleichung: M^P^—M^F' = Äj^—Ä,^ 

Errichtet man nun P'S^ Ju FM^ und FS^ J. FM^ und zieht 
SiMi^ sowie S^M^^ so hat man weiter: 

FSi» = itftSi^— itfiF* und FSj* = MjS^^—M^F^ oder 
FS|*==Ä,*— ilfiP» und 

Ä,* — Af,F*=P'V- 

Die Addition der beiden letzten Gleichungen giebt: 

FSj»+V — AfjP'a-F'V+Äi^— ÄiP* oder 

woram man mit Hfilfe d(er vorher angeführten Relation schhesst, dass 

FÄt* = F52*oder 

(11) FS| n= FS^ ist 
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Die in dieser Gleichung stehenden Geraden sind aber offen- 
bar die Hälften derjenigen Kreissehnen, auf welchen MiF und M^P* 
senkrecht stehen, d. h. der kürzesten Sehnen, welche in jedem der 
Kreise M^ und M^ durch P' gezogen werden können; folglich lau- 
tet die dem Lehrsatz 6. analoge Eigenschaft: 

üehrsatB 7« Jeder auf dem er$len Poiinxotie zweier Kreise, 
die sich sehneiden , innerhalb derselben liegende Punkt hat die Eigen* 
sehafl^ dass die durch ihn gehenden kürxesten Sehnen beider Kreise 
gleich sind. 

Denkt man sich jetzt in Fig. I. 2. 8. um P mit PTi emen 
Kreis beschrieben, so ist der Radius desselben Tangente an den 
Kr. Ml und umgekehrt der Radius MiTi des Kreises Mi an den 
Kr. P; da man in diesem Falle von den beiden Kr. M^ und P 
sagt, dass sie sich rechtwinklig schneiden und dieselbe Reziehung 
wegen PT^ = PTj offenbar zwischen den Kreisen P und M^ be- 
steht, so erhalt man: 

üehrsalB 8. Jeder Funkt auf dem ersten Potensorte noeier 
Kreise, ausserhalb derselben befindlich^ ist Uiitelpunkt eines Kreises, 
welcher die ersteren rechtwinklig schneidet. 

Femer trifft ein Kreis, aus P in Fig. 10. mit F5| beschrie- 
ben, auf dem Kr. Mi noch einen zweiten Punkt 5' und auf dem 
Kr. ilf, einen Punkt S" so, dass SiS' und 5,5'' Durdmiesser des 
Kreises P sind. Weil man nun von zwei solchen Kreisen sagt, 
dass der eine üfi oder M^ den anderen F im Durchmesser 
schneidet, so fuhrt dies zu 

üelirsatB 9. Jeder Punkt auf dem ersten Potenzarte Mweier 
sich schneidenden Kreise, innerhalb dertelben gelegen^ ist Mittelpunkt 
eines Kreises, welcher von Jedem der ersteren im Durehmes$er ge- 
schnitten wird. 

Wir wollen jetzt die den eben vom ersten Potenzorte ange- 
fahrten Eigenschaften entsprechenden fär d^n zweiten Potenzort 
aufsuchen. Hat man in Fig. 11. auf die gewöhnliche Weise den 
Punkt M und somit ^i^, gefunden und beschreibt aus ihm den 
Kreis mit ME^ ss MB^j so geht dieser auch durch die Punkte Ei und 
£4 auf den Verlängerungen der Radien MiE^ und MiB^. Dieser 
Kreis schneidet also die gegebenen Mf und M^ im Durchmesser. 
Trifft nun derselbe die Centrale MiM% in Cj und 0% und man ver- 
bindet einen beliebigen Punkt p auf g^g^ mit Cf und C,, so ist 
pCi =pCij da MCi =MCi ist, und man kann daher aus p einen 
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durch Ci und Ci gehenden Kreis beschrdiben; dersdbe möge den 
Kreis M^ in F| und F, schneiden. Dann bat man, wenn p und 
Ml mit Vg und F, Yeri>unden werden: 

p(7t* = Jlfp»+Jlf(7,», MCg -MBg und 

woraus durch Substitution sich ergiebt: 

pF|* = Jlfp'+Jlf,3f*+Äi', d.h. weU 
ilfp»=*if,p»— ilfjilf* ist, 
pF,*«Jlf,pHÄt*-Jlf,P*+ilfiF,*. 

Die letzte Beziehung lehrt, dass JLV^i^x ^io rechter Win* 
kel ist, und da dasselbe ebenso von JLfUiY^ sich zeigen lässt, 
so erhellt, dass FiüffF, eine Gerade, also YiY^ ein Durchmesser 
des Kreises M^ ist. Weil aber in Bezug auf den Kreis üf, offen- 
bar derselbe Beweis gefuhrt werden kann, so folgt hieraus: 

üelirsatB 10. Jeder Punkt auf dem zweiten Polenxorte 
zweier Kreise ist Mittelpunkt eines Kreises^ welclisr Jene im Durch' 
messer schneidet. 

Ohne Schwierigkeit kann mau nachweisen , dass die in den 
Lehrsätzen 3 — 10 ausgesprochenen Eigenschaften von keinem an- 
deren Punkte ausserhalb des jedesmaligen Potenzortes getheilt wer- 
den; deshalb müssen auch die Umkehrungen jener Sätze richtig 
sein. Wir heben von solchen nur folgende hervor: 

üehrsats II. Hai ein Punkt in Bezug auf zwei Kreise 
die Eigenschaft j dass sich aus ihm ein Kreis beschreiben lässt, wsl- 
eher die gegebenen entweder rechtwinklig schneidet, oder von ihnen 
im Durchmesser geschnitten wird^ so liegt er auf dem ersten Potenz- 
orte der beiden Kreise (Umkehrung von Lehrsatz 8. und 9.). 

Miehrmeitm 12. Hat ein Punkt in Bezug auf zwei Kreise 
die Eigenschaft, da$s sich aus ihm ein Kreis beschreiben lässt , wel' 
eher die gegebenen im Durchmesser schneidet, so liegt er auf dem 
zweiten Potenzorte der gegebenen Kreise (Umkehrung von Lehrs. 10.). 

Denkt man sich nun mehrere Kreise P| , P^j P, u. s. w. be- 
sehrieben, welche die Kr. Mf und üfi rechtwinklig schneiden, aus 
Punkten des ersten Potenzortes der letzteren, so schneidet umge- 
kehrt auch der Kreis Mg alle Kreise Pf, Pj, Pg u. s. w. recht- 
winklig und liegt folglich nach Lehrsatz 11. auf dem ersten Potenz- 
oite der Kreise P| , P,, Pg u. s. w. Dasselbe gilt Yon Jf, ; milbin 
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haben die recfatwnridq; sehnridenden Kreise P| , P, , P^ u. 8. w. die 
beHelng verilngerte Gestrale MgM^ zum ersten P^>ten2orte. Also: 

üehrsAta 13. Sehneiien mehrere Freue xieei aimi$re neki- 
winJUiQy so haben sie eine und dieselbe Gerade fvei ersten Polenx- 
erte^ yrelehe dwreh Veriängermng der CeniraU der §esehnütenen Kreise 
sieh ergieibl; sehneiden sieh xwei der reehlwinkHg sehmeidenden Kreise^ 
so gehen alle übrigen dieser Kreise ebenfaUs imeh diese SehmUpmikte. 

Denkt man sich aber ans Punkten des ersten Potenzortes 
zweier sich schneidenden Kreise M^ und M^ solche Kreise P, F\ 
P*** u. s. w. gezogen, weldie von den ersten im Durchmesser ge- 
schnitten werden, so liegt üfi, weil der Kreis M^ alle Kreise Fy 
V\ P*' u. s. w. im Durchmesser schneidet, aof dem zweiten Po- 
teniorte der Kreise F, P\ F*' u. s. w. und, da dasselbe von Mt 
gesagt werden kann, so folgt: 

lichr— t» 14. Werden mehrere Kreise von Mwei mnäeren im 
Ihwehmesser geschniUen, so haben sie eine und dieselbe Gerade xum 
3B%eeilen Polenzwi^ nämlich die (beliebig veHängerle) Cenirale der 
beiden sehneidenden Kreise. 

Hat man (Fig. 12.) aus P| auf dem ersten Potenzorte der in 
Bi und Bi sich schneidenden Kreise M^ und M^ mit der Tangente 
PfTi eben rechtwinklig schneidenden Kreis beschrieben, ferner aus 
F auf derselben Geraden GiG^ mit der halben kleinsten Sehne PSi 
einen im Durchmesser geschnittenen Kreis und endlich aus einem 
beliebigen Punkt m auf MiM^ einen Kreis durch Bi und Bt ge- 
zogen, so hat erstens der Kr. M^ mit m denselben ersten Po- 
tenzort (?|(?2, wie M^ mit M^, und zweitens bleiben die Radien 
P|7i und FSi der Kreise Pj und F unverändert, wenn man für 
Ml den Kreis m substituirt. Folglich schneidet der Kreis m den 
Kreis P| rechtwinklig und den Kreis F im Dm*chmesser ; dabei ha- 
ben alle Kreise P| , P^, P^ u. s. w. die Gerade M^M% zum ersten, 
alle Kreise 4*'» P\ P"' u. s. w. dieselbe zum zweiten Potenzort. 
Daraus ergiebt sich folgender 

üelmatB 15. Hat man zwei Kreisreihen und eine Gerade, 
welche in Bexug auf die erste Kreisreihe erster und in Beeug auf 
die xweite »weiter Potensort ist, und beschreibt einen Kreis aus 
einem Punkt dieser Geraden entweder mU der Tangente an einen 
Kreis der ersUn Reihcj oder mit derjemgfm Lunge, die m/an erhäU, 
wenn man den Punkt mU dem MiUdpunkt Isines Kreises der fweiien 
Meiks verHndety auf dieser Verbindungegeraden in diesem Kreise einen 
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ienknMen Dwrthmmser xiM und einen Endpunkt ditsMen mit dem 
Punkt der Geraden verbindet, fo iehneidet dieter Kreis alle Frede 
der enten Meihe reclUuMUig, alle Kreiee der sfeeiten Meihe hin- 
gegen im Dwrthmeeeer. 

S. 3. 

Die Potenzpunkte. 

Wenn drei Kreise Jf|, Ifs, Mz gegeben sind, so gehören m 
jedem Paare, welches man aus ihnen bilden kann, zwei Potenz- 
örter; wir bezeichnen die beiden zu den Kreisen Jf| und M^ ge* 
hörigen durch I und 1, so dass I der erste und 1 der zweite ist, 
ebenso die zu den Kreisen Mi und Mz gehörigen durch n und 2 
und die der Kreise üfj und M^ durch III und 8. 

Liegen nun die drei Mittelpunkte nieht in einer einzigen Ge- 
raden, so müssen die Potenzörter Durchschnitte mit einander bil* 
deft; <nennt man P den von I mit II, so hat man nach Gl. (4), 
wenn Rg den Radius des Kr. Jf« bezeichnet: 

JfiP»— JlfiP»=:Äi« — V, weü P auf I liegt, und 
Jlf|P*— ifjP» = Ä|»— V , weü P auf n liegt. 
Hieraus folgt aber durch Subtraction der ersten von der zwei- 
ten Gleichung: 

jfiP*— jif,p*=Äi»— V. 

Das Stattfinden dieser Relation lässt nach der Umkehrung von 
Lehrs. 3. schliessen, dass P sich auch auf III, dem ersten Potenz- 
orte der Kr. M^ und üf« , befinden muss. Da nun auf dieselbe 
Weise gezeigt werden kann, dass die Potenzörter 1,2, 3 sich 
ebenfalls in demselben Punkte p schneiden, so hat man : 

üelirflatB 16. Sowohl die drei ersten , als auch die drei 
zweiten Potenzörter dreier Kreise schneiden sich in etimii und dem-- 
selben Punkte. 

Wir nennen diesen Punkt für die ersten Potenzörter den 
ersten Potenzpunkt (bei Anderen Potenzpunkt, Chordalpunkt) 
der drei Kreise. Er kann innerhalb und ausserhalb liegen, weim 
sich die Kreise schneiden, hegt hingegen stets ausserhalb, wenn 
nur zwei der Kreise sich nicht schneiden. 

Aus Lehrs. 8. und 9. iolgt nun sofort: 

IielurBatB 17. Der ersU Potenepunki dreier Kreise iH Mih 
U^funlst eines Mreiees, wdeher mutweder uUe drei reekiwiMig edtnH^ 
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4H^ oder von aüen dreien im Durehmeuer geichniUen mrdi . fe 
nMchdem er aunerhalb oder iiwerhalb der Kreise ii€0. . 

Dieser SaU giebt ein Mittel an die Hand, den ersten Potenz- 
ort zweier Kreise, welche sich nicht schneiden, durch gemein- 
schaftliche Sekanten zu construiren; wäre derselbe etwa für die 
Kr. Ml und M^ in Fig. 14. zu bestimmen, so darf man nur beide 
mittelst eines Kreises ifg schneiden und den Durchschnitt P der 
Sekanten B^B^ und B^B^ construiren, femer die Kr. Ui und M^ 
durch einen Kr. Jf' sdmeiden und P durch B^'B^' und B'gB'^ be- 
stimmen; dann muss sowohl P, als auch P auf dem ersten Po- 
tenzorte der Kr. Jfi und Jfj liegen, dieser selbst also durch Ver- 
bindung von P mit P gefunden werden. 

Nennt man p den zweiten Potenzpunkt der Kr. Mi, 
Mij Ms, so folgt für ihn aus Lehrs. 10: 

üelinatB 18. Der xweite Polenxpunkt dreier Kreise üi Mii- 
telpunlU eines Kreises, welcher jene im Durchmesser schneidet. 

Ausserdem schneiden sich die sechs Potenzörter der drei 
Kreise noch in sechs Punkten, deren jeden wir vermöge der Ge- 
raden, welche sich in ihm treffen, bezeichnen. Man sieht nun aus 
Fig. 13. sofort, dass die Punkte (1,2), P, (1, ü),p; ferner (I,3),r, 
(1,111), p; endlich (11, 3), P, (2,111), p jedesmal die Ecken eines 
Parallelogramms bilden; weil diese Parallelogramme aber eine ge- 
meinschaftliche Diagonale Pp haben, so kreuzen sich die drei übri- 
gen Diagonalen in dem Halbirungspunkte dieser, so dass also die 
durch die Punkte (I, 2) und (1, U), 

{!, 3) und (1, m), 

(If,3) und (2, m) 
gehenden Geraden sich in der Mitte von Pp schneiden. Zugleich 
sieht man ein, dass der Durchschnitt dieser Geraden der Mittel- 
punkt desjenigen Kreises ist, welcher durch die Punkte Mi , M^, 
Mg sich legen lässt, wenn man bedenkt, dass die Potenzörter auf 
den Centralen senkrecht stehen und zwei zu einer Centrale gehö- 
rige von deren Halbirungspunkte gleichweit entfernt sind (Lehrs. 5.). 
Hieraus ergiebt sich 

üehrsatB 19. Die beiden PolenxpunlUe dreier Kreise liegen 
mit dem Mittelpunkte des durch die Mittelpunkte der gegebenen Kreise 
g^ienden Kreises in einer und derselben Geraden und zwar so, dass 
der erwähnte Mittelpunki die Entfernung der Potenspnnkte halbiri* 
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Die Berührungskreise zweier gegebenen Kreise. 

Wir wollen von dem Punkte P in Fig. 15., welcher auf dem 
ersten Potenzorte GiG^ der Kreise Mf und Mt liegt, an diese die 
Tangente PTf und PT^ ziehen, Mi mit Ti, sowie M^ mit 7*2 y^- 
binden, femer MiTi mit MJT^ zum Durchschnitt bringen, und den 
Punkt «Hl, welchen wir auf diese Weise erhalten, mit P verbinden. 
Dann ist PTi = FT, (Lehrs. 6.), P«ti = Pwi und Z- JPTjiiii = Z. PT^mf 
als rechte Winkel, folglich A P7|iti ^ A PTsfiii und deshalb mifi 
=r«i|72; mithin kann man ausnii einen Kreis mit rnfTi beschrei- 
ben, welcher den Kreis Mi in 7i und M^ in T^ berührt. Also: 

üehrsata 20. Der Durehsehniti der Radien^ welche die 
MiUelpunkle zweier Knue mit den BerührungspunkUn zweier vom 
einem Punkte auf dem erelen Poienzorie der Krme nach denselben 
gezogenen Tangenten verbinden^ ist Mittelpunkt eines Kreises, welcher 
jeden der ersteren berührt. 

Zwei Kreise können nun von einem dritten erstens beide 
Ton aussen, oder beide von innen, oder zweitens der eine von aus* 
sen und der andere von innen berührt werden; im ersten Falle 
berührt der dritte Kreis die beiden anderen gleichartig, im 
anderen ungleichartig. So berührt in Fig. 15. der Kreis m die 
beiden Kreise üfi und M^ von aussen, «i| beide von innen, «4 
hingegen den Kreis M^ von aussen, M^ von innen, m^ endhch den 
Kreis üf| von innen undJif, von aussen; daher berühren die Kreise 
m und ifti die gegebenen gleichartig, m^ und m« aber ungleich- 
artig. Immer aber besteht der 

Iiehrdate 21. Wenn' ein Kreis zwei andere derüJ^rl, so 
treffen sich die gemeinschaftlichen Tangenten i welche er mit ihnen 
bildet , auf ihrem ersten Potenzorte (vergl. Lehrs. 16.). 

Die Aebnlicfakeitspunkle. 

Ist F in Fig. 16. ein Punkt auf dem ersten Poteniorte ffiff, 
der Kreise Mi und Mt, so lässt sich aus ilmi'mit PTi^PT^ ein 
rechtwinklig «ohattdaider Kreia beadireibra ßjdm. 8.) ; die Sdme 
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TiTjt desselben möge die Centrale MiMx in A treffen. Verbindet 
man Mi mit Tg und Jfj mit 7,, so ist 

JLMgT^PszJLM^T^P als Reehte und J/LTtTiP^^^T^TtP, 

da PTi = W,. 
Hieraus folgt durch Subtraction, daas auch JLUf Jf r, s ^M^T^ T^ 
sein muss; schneidet nun TgT^ die Kreise Jf| und M^ zvaa zweig- 
ten Male in t/i und C/s, so hat man weiter, wenn Mgüg und M^U% 
gesogen werdmi: 

JLUifxüt = JLUtütTt und l^M^T^Ü^ =s ^Jfs£7s7„ 
wodurch man wegen der eben bewiesenen Gleichheit erhilt: 

^MiüiTi - ^MtT^Ti und 

Fol«^ ist «t£7| II M^Tt und Jf|7| || M^Dt, weshalb der Punkt i 
auch mittelst paralleler Radien sich bestimmen lässt Man bekommt 
nämlidi durch jeden rechtwinklig schneidenden Kreis denselben 
Punkt A auf der Centrale, da sich verhält: 

(12) Jf|i : Jf,i SS Jf^r^ : M^ü^ d. h. =: 1K| : 1, 
und diese Proportion von den Bestimmungsetanoiien des recht-^ 
wniklig schneidenden Kreises ganz unabhängig ist. Namentlich gilt 
dies auch von den andern Durchschnitten T^' und T^' des Kreises 
P mit den Kreisen JMfi und Jfs, deren Verbindungsgenule also 
ebenfalls durch A geht. Erinnert man sich nun aus $.4^ dass in 
7| und J,, so wie in 7|^ mid T,' ein Kreis die gegebenen Mi und 
Mt gleichartig berühren kann, so lässt sich das Vorige fiissen in 
den 

Iiehraate 22« Die Berührum§$S€knm aller Kreise, welche 
di$ielben beiden gleichartig herOkren^ treffen eämmtUeh tu et«em 
Punkte der Centrale der gegebenen Kreise Kuemnmen; He Abstände 
dieses Pimktes von den gegebenen Mittelpunkten st^k$n im Verhält" 
nies der gegebenen Radi§n; t» demselben schneiden sich auch die 
Verbindungsgeraden der Endpunkt gleich gerichteter pe^rMeler Ma» 
dien der gegebenen Kreise. 

Man hat den Punkt A den äusseren Aehnlichkeits- 
punkt der Kreise Mi und M^ genannt; durch denselben müssen 
offenbar auch die äusseren gemeinschaiUichen Tangenten der Kreise 
Mi und M% gehen, da die zu ihnen gehörigen Radien parallel sind. 

In ähidicher Weise, wie yorhin, hat man: 
^PT^Mg 1= ^PXi'ifi «= R odw 
^PliMg tt -^-^Tt^ + ^ifalkTt, 
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wenn Vi den zweiten Durchschnitt von J| Ti' mit JU^ bezeichnet ; 
subtrahirt man hiervon: 

JLFT^T^' = /LPTi%, so kommt: 

jL M| Tj r,' = Z- jUt r,Tt. 

Dabei ist femer, wenn man Fi, den zweiten Durchschnitt von TiT^* 
mit dem Kreise Mi nennt: 

Z-Jf^r, r, = ^MiVJg und 

-^Jlf,r,'r, = ^M^ViT^y folglich auch: 

/-JfjFiri = ^M^Ti'Vi oder Z-lfjFir,'= /-Jlf,r,'F| und 

L,MJiTi'— /LMiVJC^. 

Diese Winkelbeziehungen lehren, dass M^V^WUiT^' und 
IfiJi II Jf^Fs ist« Trifft jetzt 1\T^* die Centrale M^M^ in J, so 
verhalt sich: 

(13) M^JiMtJ = i^|F| : Jf,r,' == Ä| :il,. 
Folglich werden sich in J alle solche Gerade, wie T^T^* kreuzen. 
Weil aber in T^T^ die Kreise Mg und JMf^ ungleichartig berührt 
werden können, so hat man 

üehrsatB 23. Die Berührungssehnen alUr Kreise, welche 
dieselben leiden ungleichartig heriihren , schneiden sieh sämmtlieh in 
demsMen Punkt der Centrale der gegebenen Kreise; die Entfernungen 
dieses Punktes von den gegebenen Mittelpunkten verhallen sieh wie 
die gegebenen Radien i in demselben Ureffen auch die Verbindungs" 
geraden der Endfunkle entgegen gerichteter paralUler Radien der 
gegebenen Kreise zusammen. (Construction des Punktes durch 
solche Radien.) 

Den Punkt J nennt man den inneren Aehnlichkeits- 
punkt der Kreise Mg und M%\ in demsdben müssen sich offen* 
bar auch die inneren gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise Mg 
und Ml begegnen, da die zu ihnen gehörigen Radien die im 
Lehl«. 23. angegebene Beschaffenheit besitzen. 

Durch Umkehrung ergiebt sich aus Lehrs.22. und 23.: 
IielirBatB 24. Zieht man durch den äusseren iiamerenj 
ÄehnlichkeiUpunkt Kweiet Kreise eine Dransversak durch dieselben, 
so kann in den Durchschnitten der Trans^rsaie^ welche nicht tu 
p^redlelen Radien gehören, ein Kreis die gegebenen gleichartig («a- 
gifichrmüg) berühren. 

M(ki mun den Mittelpunkt des Kreiaes Jf, alU&OUg nadb 
Ittk» fort, 8t> überzeugt man Mk von der Li«e der AehnUcbkeiUn 
pimkto bei vemhiodoiitn i4«$n iter Knise, W»brap4 biii wam 
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einander liegenden Kreisen der innere Aehnlichkeitspnnkt zwischen 
denselben, der äussere ausserhalb auf der Seite des kleineren Krei- 
ses sich befand, so fällt der innere bei äusserer Berührung, sowie 
der äussere bei innerer Berührung der Kreise in den Berührungs- 
punkt und bei ganz in einander liegenden Kreisen befinden sieb 
beide Aehnlichkeitspunkte innerhalb derselben. 

Die Aehnlicfakeilsgeraden. 

Bei drei Kreisen Jlf| , JKf« , Jf, in Fig. 17. giebt es drei äus- 
sere und drei innere Aehnlichkeitspunkte; heissen die Radien der 
Kreise 1{|, R^ Aj, die äusseren Aehnlidikdtspunkte i4i, Af, Ä^ und 
die inneren i| , i^ , I^ so dass Ag und /| zu den Kreisen M^ und 
Jf,, Aj und 1% zu Ml und Mgj endlich A^ und /« zu M^ und M^ 
gehören, so ist: 

(14) U^Ax : V^Ai == A| : A, 

(15) UiA^ : Jfjil, = Jts : Hf i nach Lehrs. 13. 

(16) MxA^ : MgA^ = Ä, : Ä, 
Hieraus folgt durch Zusammensetzung: 

(17) MiAi.M^A^.M^A^ = M^A^ . Jffti, • Af,il,. 
Nimmt man nun an, dass M^M^ die Y^bindungsgerade von 
ii mit i, in i' schneidet, und zieht MiN \\ M^M^, so verhält sich 

M^NiM^A' = MiAiiMtAi und 
M^A'iMiN = M^A^iM^A^. 
Diese Proportionen liefern zusammengesetzt die neue: 
M^A' : M^A' = ift 4, . üfjii : M^A^ • 3f,i, 
und daraus ergiebt sich: 

(18) Aftit • ^$^1 • Jl*!^' = ^^i^i • *4^i • *»^'- 
Ke Verbindung von Gl. (17) und (18) führt jetzt. zu der 

Proportion : 

Jlfjia : M^A' = M^A^ : M^A' oder 

i'i, : üfii, = Ä'At : üf.ii, 
irdche nur bestehen kann entweder bei der Gleichheit von Jf,i, 
und Mji, oder so, dass A*Az der NuU gleich- ist; weU aber das 
Erstere nicht stattfindet, sobald Mt von Jf, verschieden ist, wie 
wir voraussetzen, so muss das Letztere ißt Fall sein, d. h. A' muss 
ioit it zimmoienfallen» Hierdurch haben wir beinesen, dass ii« 
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i, und i, einer einrigen Geraden angeMi^n, eine Eigenschaft, die 
als Ergebniss der BeElehung (17) erscheint*). Nun hat man naph 
Lehrs. 23. noch folgeüde Proportionen : 

(19) ilft/| : itf,/i = Äi : A„ 

(20) M,/, : ilf,/, = Ä, : Äi und 

(21) *,/, : *,/, =i= «1 : Ä|. 

Durch Zusammensetzung folgt aus Prop. (14), (20), (2l), 
aus (15), (19), (21) und aus (16), (19), (20): 

(22) M^Ät, . M^U . Mtl^ = Äjit . MJt . Jlf,/i, 

(23) ilf,i, . üft/, . ^,/, =5 if,ii . Mth . ^8^1 und 

(24) itfji, . A,/| . if,/, = Jlf,i, . ilf,/| . MJt, 

woraus man ganz wie oben schliessen kann, dass i|, /s, /g, far- 
ner i,, /j, /, und ig, /|, Jj auf je einer Geraden liegen müssen. 
Also: 

IiehrsatB 25. Von den sech$ ÄehnlichkeütpunJaen dreier 
Kreise liegen viermal drei in einer Geraden, nämlich erstens die 
drei äusseren und ausserdem der äussere irgend zweier Kreise mU 
den beiden inneren^ welche der dritte Kreis mii ihnen bildet» 

Man nennt die vorstehend bezeichneten Geraden die vier 
Aehnliöhköitsgeraden der Kreise Jif | , ilf2, Ifg und awar die 
durch die äusseren Aehnlichkeitspunkte gdbende die äussere, die 
drei übrigen die inneren; letztere kann man wieder dadurch 
unterscheiden, dass man die eine als die innere Aehnlichkeitsgerade 
des äusseren Aehnlichkeitspunktes der Kreise Jf| und Mi u. s. f. 
bezeicimet. 

Setzt man die Proportionen (19), (20) und (21) zusammen, 
so entsteht die Gleichung: 

(25) üft/i . Mgh . Mtli » Ulli . Mih . MJg. 
Wenn man nun den Durchschnitt von /^ilf, und /jAfs mit 
Wi bezeichnet, durch Mi eme Parallele mit M^M^ zieht, MJi in 
X und ifs/, in Y schneidend, und den Durchschnitt von Mi W\ mit 
M^Mi vorläufig /' nennt« so finden folgende Proportionen StaU: 



*) Die obige Betrachtung enth&U den Beweis fär die Umkehnng des allge- 
meinen Satzes aus der Transversalentheorie : Eine Gerade, welche die drei Seiten 
eines Dreiecks schneidet, bestimmt auf diesen sechs solche Abschnitte, dass das Pro- 
ducl aus drei solchen, welche keinen Endpunkt gemein haben, gleich ist dem Pro- 
ducte aus den drei tkbrigen Abschnitten (Menelaus um 80 n. Chr.). 

Hellwig, Problmih 2 
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M^r : WiP = MiY iMiWi und 
WiPiM^r = MiWiiMiX. 

Aus diesen leitet man durch Zusammensetzung ab: 
(26) MJi.M^I^.Mil' « Mth.Mxh.M^t 
und aus (25) und (26) folgt jetzt die Proportion : 

die offenbar falsch ist, da l^iIg<M^l* sein muss, während Jf,/, 
> M2V ist, so lange i' von /, verschieden gedacht wird, sich aber 
als richtig ierweist, wenn /' nach /, Mt. Hiermit hat man also 
den Beweis dafür geliefert, dass die Yerbindungsgeraden Milg, 
Jfjij uud\Af|/i sich in dem nämlichen Punkte Wi kreuzen, was 
als eine Folge der Relation (25) erscheint.*) 

Da nun durch Zusammensetzung femer aus (14), (15), (21), 
sodann aus (14), (16), (20) und endlich aus (15), (16), (19) die 
Beziehungen: 

(27) Jfiiii . Jf,^ . üf,/, = Jf,i«i . Ifii, . Jf,/, , 

(28) MiAi . MiA^ . M^h = üfsii .M^A^. Uih und 

(29) M^Ai . M^A^ . Mih = MiA^ . M^A^ . MA 

sich ableiten lassen, so ergiebt sich auf dieselbe Weise, dass ifi/g, 
UiAi, M^A^, zweitens JKfii,, M^hy M^Ai und UiA^j M^At, M^I\ 
sich in je einem Punkte durchschneiden werden. Also: 

IiehrsatB 26. Von den sechs Verbindung$geraden ^ deren 
Jede (sinen der sechs Aehnlichkeilspunkte dreier Kreise mit dem niehi 
Mu ihm gehörigen MillelpunkU verbindet, durchschneiden sich viermal 
drei in einem JPünkle, nämlich die der drei inneren AehnliehkeUS'' 
punkte und die des inneren irgend zweier Kreise mit denen derjeni» 
gen beiden äu$seren, welche der dritte. Kreis nUt ihnen bildet. 



*) Das Obige bildet den Beweis für die Umkehrung des aOgemeinen Satzes: 
Zi^ht man Ton den Ecken eines Dreiecks nach einem belielngen Punkte drei Gerade, 
so bestimmen diese mittelst ihrer Dnrchschnitte mit den Dreiecksseiten auf diesen 
sechs solche Abschoitle, dass das Product aus drei solchen, welche keinen Endpunkt 
gemein haben, gleich ist dem Producte aus den drei übrigen Abschnitten (Johann 
BemoolU 1667-1748). 
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5. 7. 

Die Traosversalen durch die Aehnlichkeitspunkte und die 

Potenzkreise. 

Ist A in Fig. 18. der äussere Aehnlichkeitspuiikt der Kreise 
M^ und M, und man zieht die Transversale ÄT\j auf welcher 
noch die Durchschnitte T,, hj t^ liegen, so weiss man, da 
MiTi II M|t, und Mitx \\ MJT^ ist, dass sich ?erhSIt: 

ÄTi : At% =3 Bi : Bs und 
ir,:if,«Ä,:Äi, 
woraps man folgert: 

(30) ATi .ATt^Ati. itf 

In glricher Weise wird man bei einer zweiten Transversale AT\\ 
welche die Kreise noch in T^\ ti\ t% trifft, haben: 

(31) ATi\ AT^' - Ah' . At^\ 

Nun bestehen aber nach einem bekannten Satze der Kreislehre di# 
Beziehungen : ATi . Ah = Alt . Ah' und 

Aii.AI^=iAtt'.AT^\ 
deren Multiplication giebt: 

ATi . AT^ . Ati . ir, = All' , AT^* . Ah' . Ai^'. 
Setzt man hierin die Werthe aus (30) und (31) ein, so ergiebt sich*: 

ATt^ . ir,» = ATt'^ . iT,'* oder 
(32) ifi .IT, =ir|' .AT,'. 
Auf gleiche Weise ist: 

(33) Atf.Att^Atg'.Ai^'. 
Aus (30) und (32) folgt noch: 

(34) Ah.Ai^^AT^'.ATt'. 
und aus (30) und (33): 

(35) iri.i4r,=:i(|Mt,'. 

Pa offenbar das Gesagte auch auf den inneren Aehnlichkäta^ 
punkt Anwendung findet, so lassen sich die in den Gleichungen 
(30) bis (33) enthaltenen Wahrheiten folgendermassen in Worte 
&8S^: 

IielunMitB 27. Eine durch den (äusseren oder inneren) Aehm^ 
Ite^keiltpunki ztMier Kreise gezogene IVansversiüe wird durch diese 
so gethem, dass das Producl derjenigen beiden AbsekniUe^ weld^ 
zwischen dem Aehnlichkeilspunkl und zwei zu verschiedenen Kreisen^ 
odfr jitcM XU ffl,rQ,Uekn Radim gehörigen DurchschniUspunklen lie^ 

2* 
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gen, gleich dem Produel der beiden anderen ist. Die hexeiehneien 
Produele haben bei allen durch deYieelben Aehnlichheitspunkt gezogen 
nen Transversalen deniMen Werth. Diesen ea^Usnlen Werlh j^c 
auch das Product der Tangenten vatn jedesmaligen ÄehnlichkeHspunkt 
an die Kreise (vorausgesetzt , dass sich solche ziehen lassen). 

Aus der Gleichung (82) folgt ferner, Abu Tj, f,, f,', J,' 
aug (38), dass r,, r,, r/, V, aus (34), dass 1^, r^, r,', T,^ und 
«IS (85), dass Ti, T,, f/, r,' je in einem Krase liegen; der ernte 
dieser Kreise bildet mit dem Kreise Mg die Sebne J, Tt' und mit 
Jlf, die Sehne T,rj% welche als erste Potenzörter aufgefasst sich 
auf dem ersten Potenzorle der Kreise Mg und Mi schneiden müs- 
sen (Lehrs. 16.). Ebenso müssen sich auch tgti' und /jf^', ferner 
tgTg' und r,rj', endlidi r,r,' uul r^^i' auf dem ersten Potenzorle 
4er Kreise, deren Aehnhcfakettspunkt A ist, durchkreuxen und man 
hat also, da für den inneren AehDhchkeitspttnkt Analoges gift, den 

üehrsats 28. Zieht man dureh einen der beiden Aehnlieh- 
itütspunkts zweier Kreise Bttei Transversalen nnd verbindet ewei iMu 
zu einem Kreise und nicht zu paraUelen Radien gehörige Duteh- 
schnittspunTUe der einen mit zwei solchen der anderen dureh Sehnen 
der gegebenen Kreise, so treffen sich diese (nStiniffenfeUU verlangen) 
auf dem ersten Polenxorte der Kreise. 

Durch Umkehrung folgt hieraus: 

liehrdatB 29, Verbindet man einen Punkt auf dem ersten 
PoUnzorte zweier Kreise . mit zwei nieh^ zu demeetben Kreise und 
nicht zu parallelen Radien gehörigen DurchschnittspumlUen einer dureh 
einen der Aehnlichkeitspunkie gezogenen Transversale mü den Krei-- 
sen, so bestimmen die Verbindungsgereiden auf den Kreisen mwH 
neue Durchschnütspunklf, weUhe niil dem A^mliehkeitspunkt in einer 
Geraden sich befinden. 

Da der äussere Aeht^licbkeitsjiunkl A (Fig 16.) der Kreise Mg 
ütd Mf die Eigenschaft hat, dass das Product ATg.AT^ einen 
coostanten Werth besitzt, so wollen wir diesen uns itt em Qua^- 
4rat verwandt, oder awisdien ATg und AT^ die mittlere Pro^ 
portionale, durch R(^A) bezeichnet, bestimmen. Den aus il mit 
B(Ä) besehriebenen Kreis nennen wir den äusseren Potenz- 
kreis der Kreise Mi und ü^. Entsprechend legen wir dem mit 
-£(1), der mktleren Proportionale zwischen iT\ und IT^ aus 1 b^ 
aehriebenen Kreise den Namen innerer Potenzkreis der 
Kreise Jf i und M^ bei. Weil mm in Tf und T% der Kreis P die 
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gegebenen (rechtwinklig) schneidet, so ist die Tangente von i M 
diesen mittlere Proportionale zwischen A 7\ und AT^, d. h. g^ch 
A(i), mithin sehneidet der Potenzkreis A den Kreis P 
rechtwinklig; folglich schneiden hier die drei Kreise A, M\, M^ 
den Kreis P rechtwinklig. Da dies aber von jedem die beiden ge- 
gebenen rechtwinklig schneidenden Kreise gilt, so haben die drei 
Kreise A^ Mi, Mi dieGerade GiGi zum gemeinschaft- 
liehen ersten Potenzort (Lriurs. 13.). 

Will man das Product ITi . iFj' in Bezug auf den Kreis P in 
ein Quadrat verwandebi, so muss man die durch / gehende kleinste 
Sehne des Kreises P constmiren, weil 1 innerhalb des Kreises P 
liegt. Daraus folgt, dass in diesem Falle der innere Potenz- 
kreis, der mit der Hälfte dieser kleinsten Sehne zu beschreiben ist, 
Yon dem Kreise, P im Durchmesser geschnitten wird. 

Das eben Gesagte gilt för die Lage der Kreise, wie sie in 
Fig. 16. ist. Untersucht man die Sache bei anderen Lagen, so fin- 
det man, wie oben verfiihrend, Folgendes: Bei sich schnei- 
denden Kreisen Mi und M2 gehen beide Potenzkreise 
durch die Schnittpunkte derselben und werden von 
einem die gegebenen rechtwinklig schneidenden 
Kreise ebenfalls rechtwinklig geschnitten; bei in 
einander liegenden Kreisen aber wird ier äussere Po- 
tenzkreis im Durchmesser, der innere rechtwinklig 
geschnitten von einem Kreise, welcher die gegebe- 
uen rechtwinklig schneidet. Also: 

liehiVAtB 90. Von dfen zwei gegebene reehiwinj^ gehnei- 
äend^ Kreisen wird irgend ein Po$enzhreis der gegebenen fe fiadl 
der Lage der letzteren entweder rechttoinklig oder im Durekmeseer 
geecihniiten; im enien Falle hat der PutenzkreU mit den gegebenen 
den ersten Potenxort gemein ; schneiden sich die gegebenen Kreise, $0 
gehen ihre beiden Potenzkreise diireft ihre Schnittpunkte. 

Weil endlieh in T^ und T, ein Kreis die gegebenen gleich- 
artig, in Ti und T^' aber ungleichartig berfihren kann, so halben 
die respectiven Potenzkr^e zu ' den entsprechenden Berühnmgs- 
kretsen ganz dieselben Beziehungen , wie zu den die gegebenen 
rechtwinklig schnddenden. Wir fassen dies in folgender Weise su- 
sanunen: 

KielinaiE Sl. Bei zwei aueser einander liegenden (sieh 
sehneidenden, in einander liegenden) Kreisen schneidet ein Mifrüh- 
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rungshrms mü gUkharUger Berührumg den ämnenn FoUnxkreis reehi' 
wmkUg (nehiwinklig, im Durehme$$0r) , ein Berukrungekreie mü «m. 
gUithatUger Berührung aber den inneren Pol$nzkuis im Durchs 
mener (rec/UwUikHg). 

f. 8. 

Pol und Polare. 

Hat man auf einem Radius MB (Fig. 19.) eines Kreises M 
innertialb desselben den Punkt Q und man zieht durch Q die 
kleinste Sehne 5|5^ , in 8% und S^ aber Tangenten an den Kreis, 
so treffen sich diese auf der Verlängerung yon. MB in mnem 
Punkte P. Errichtet man noch auf MP in P und Q senkrechte 
Gerade, LxL^ und £T^ so nennt man P und Q conjiigirte 
Pole, P den Pol der Geraden IT', die Gerade LT' die Po- 
lare des Punktes P, Q den Pol von LiL% und IiZj die Polare 
von Q — in Bezug auf den Kreis M. 

Aus P lässt sich ein Kreis durch Si und Sf, legen , welcher 
den Kreis M rechtwinklig schneidet, und zugleich haben beide L*L'* 
zum ersten Potenzort Aus einem zweiten Punkt P auf 1x1% kann 
man femer mit der Tangente P'P einen Kreis beschreiben, der 
den Kreis M ebenfalls rechtwinklig schneidet; er bildet mit ihm 
die gemeinschaftliche Sekante (den ersten Potenzort) TT". Weil 
nun umgekehrt der Kreis M sowohl den Kreis P, als auch P' 
rechtwinklig schneidet, so hegt der Mittelpunkt M desselben auf 
dem ersten Potenzorte der Kreise P und P* (Lehrs. IL); dies« 
ist folglich MP selbst. Auf ihm müssen sich die beiden anderen 
ersten Potenzörter L'U* und TT' schneiden (Lehrs. 16.); mithin 
geht T*T' durch Q, Dies findet Statt für jeden solchen Kreis, 
wie P'. Was aber für LiL^ und gut, ist auch für L'L" und P 
richtig, nur dass bei £'X" von denjenigen Punkten abgesehen wer- 
den muss, welche zwischen 8% und S% hegen, indem für sie recht- 
winklig schneidende Kreise nicht existiren. Also: 

liClirsatB 32. Die gemeinschafUiehen Sehnen ^ ttelche durch 
die aus den verschiedenen Punkten einer Geraden beeehri^enen, einen 
gegebenen Kreis rechtwinklig echneidenden Kreise mit diesem besümmi 
werden, sehneiden sieh (nöthigen falls verlängert) in dem Pol der 
Geraden. 
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§.',9. • 

Cofistruction der Mittelpunkte von Berührungskreisen für • 

zwei gegebene Kreise. 

Hat man den aus m beschriebenen, zwei gegebene Krase 
JITi und iUfs i° ^i ^^^ ^s glmchartig berührenden Kreis in Fig. 20., 
80 geht die Yerbindungsgerade TiT, durch den äusseren AehnlictH 
keitspunkt A der Kreise ilfi und Mi nadi Lehrsatz 22. und üa 
Tangenten T\ und 7, schneiden sich in P auf dem ersten Potenir 
orte GiGi der Kreise My und Jfj nach Lehrs. 21. Die Polare eines 
beliebigen Punktes P auf fiifif, in Bezug auf Mi möge L\V und in 
Bezug auf M, die Gerade UJJ* sein, femer soll LJJ mit PTi den 
Durchschnitt l^i, sowie L^L** mit PT} den Durchschnitt ü^ bildem 
Da f/iTi Tangente an M^ ist, so lässt sich aus ü\ mit U\T\ fSai 
den Kreis i(fi rechtwinklig schneidender Kreis beschreiben, dessen 
Sehne 7| V^ mit ilfi durch den Pol P von L^L* gehen muss nach 
Lehrs. 32.; ebenso muss die von einem aus V^ mit Ü^T^ bescIirie-> 
benen Kreise, welcher den Kreis ilfj rechtwinklig schneidet) mit 
M^ gebildete Sehne T^Y^ ebenfalls den Punkt P treffen, weil P 
Pol von L^V in Bezug auf iUj ist. Die Yerbindungsgerade Y\Y^ geht 
verlängert durch den Punkt Ä nach Lehrs. 29. Aus P* kann man 
mit P7| sP'r, einen Kreis schlagen, welcher die Kreise' ü\ und 
ü^ in 7i und 7^ berührt, weshalb auf T{r,^ ein Aehnlichkeits- 
punkt der Kreise ü\ und ü^ liegt, und weil in Y\ und Fi ein 
Kreis die gegebenen rechtwinklig schneideii kann (da Fi fs durch 
Ä {geht), dieser aber die Mi und Jtfj bezüglich rechtwiiiklig sdmei^ 
denden Kreise ll\ und ü^ in Fi und Yt berühren muss, so befin*« 
det sich dieser Aehnlichkeitspunkt der Kir. üi und ü^ auch auf 
FiFj. Hieraus ergiebt skh, dass-der eine Aehnlichkeits- 
punkt der Kreise ü\ und ü^'der Durchschnitt von T\Ti 
und F1F9, also nichts Anderes, als der Punkt il ist; da 
aber die Aehnlichkeitspunkle auf der Centrale ihrer Kreise liegen, so 
bilden die Punkte üu ^s? -^ eine Gerade. 

Der Punkt P endlich ist erster Potenzpunkt nicht nur der 
Kreise Ui, Jlf|, JVi, sondern auch der Kreise ü^^ M^ i^'und ge- 
hört folglich dem ersten Potenzorte der Kreise Ui und U^ an; auf 
diesem müssen sich ausserdem TiMi und T^M^ in m treffen, d« 
sie Tangenten an die Kreise üi und 17, darstellen in Punkten 2i 
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und r,, in welchen ein Kreis P* sie berührt. Mithin reprä- 
sentirt mP den ersten Poteniort der Kreise üi und £/, 
und stallt 9is polcli^r 4uf derCeptmle ü\üt a^i^l^r^^ht. 
Aus den soeben e^rtertefi Eiigen«cl(aften unserer Figur lässt 
sich nun leicht eme Construction des Punktes m auf folgende Weise 
■ynrnnwitiotieii. 

Sind die Kreise Jf| und M^ gegeben, so bestimme map ihren 
ersten Pptmiiert Q\6^ und ihren äusseren Aehnlichkeitspiuikt Ä^ 
aihe durch A die beliebige Gerade AX^ Slle eodenn von dem be- 
Bibigen Punkte P des ersten Potensorttti 6iQ^ auf 4f des Letb 
9K^ oenstmire zu P die Polare LiV in Bexug auf Mi , ziehe vom 
OuFehschnitt V\ ^m LiV mit Ast an Mi die Taugente ViTi rer-^ 
binde Ti mit Mi und bringe PK mit ffllfi aum Durcaehnitt in m. 
Denn ist m Mittelpunkt eines Kreises, welcher Mi und Mi gleiqh^ 
«rüg beröhrt und mli sein Radius; 

Für den inneren Aehnlichkeitapuni^t der Kreise Mi und M^ 
und einen ungleiehartig berührenden Kreis gilt die Terstehende 0e- 
treehtnng und Qenstructien (^ich&Us, wie man sieb durch Ansicht 
der Fig. 3L leicht Oberseugt. 

Construction der Mittelpunkte Ton den Kreisen^ welche 

drei gegebene berühren« 

Sind in Fig. 22. drei Kreise Jf|, JV,, Jf, gegeben und man 
will andere beschreiben, welche die gegebenen alle drei zugleicb 
bernhren, so bestimme man zunächst den erste^n Potenspunkt P 
und die vier Aehnlichkeitsgeraden A^A^A^^ A\l^tt^ A^hhy A%ht% 
derselben. Nächstd^n fölle man von P auf AiA^A^ das Loth PJTi, 
QOBStruire zu P die Polare L\V in Bezug auf U\ und ziehe vom 
Durchschnitt ü\ zwischen LJJ und A\A^A^ an den Kreis M\ die 
Tang^ten UiT\ und U\T. Yeiiundet man jetzt T\ mit Ifi, aa 
giebt der Durchschnitt mi yon TiMi mit PKi den Hittelpuiikt 
emes Kreises, welcher die Kreise Mi, ifi, Jfa gleiduurtig berührt; 
s^ Radius ist m\ J\ . Der Kreuzungspunkt mf von TMi mit PK\ 
lieikrt den Mittelpunkt eines zwdten Kreises, der ebenfalls die ge- 
gebenen gkicharüg berührt; sein Radius ist mT. 

Die Richtigkeit dieser Genstruction folgt aus $.9. wd aus. 
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dir Bemerkimg, daes P atif den enteil PbtiBzfirterii der drei ge- 
gebenen Krebe ziigiMch liegt und die Gerade iiisit die taüeren 
Aehnliohluutqiankle dereeBien gleichaeitig entkilt 

{de (ffCtelpunkte der ungleichartig berührenden Kreise findet 
man, wie felgt. 

Blan falle von P auf AiI^I^ das Loth PK^, ziehe vcm Durch« 
lehnitt 1/2 der Polare LiL* mit iiVt «^ den Kreis Mi die Tan- 
genten iljr^ und UJT'f ^eibinde Ti init Ift, eo^ T' mit ITi 
und bringe TJHi mit ^J^"« in »9 und 7<% mit PJTt in m'' mm 
Dvnrehschnitt, Dann ist sowohl m^^ als auch mf^ Mittelpunkt eines 
Kreises, weicher die Kreise üfi und J^ gieiohartig, Mi und M^ 
aber» sowie M% und Jf, ungleichartig berührt; der Radius des 
ersten ist mJT^y der des zweiten mfT*. 

Eine entsprechende Constructiön in Bezug auf die Gerade 
^si^ii^i giebt zwei Mittelpunkte m^ und mf** für Kreisei welche die 
Kreise Jli und M^ gleichartig, Jli und M^ aber, sowie Jf« und 
Jft ungleichartig berühren und ehi analoges Verfahren in Bezug auf 
A^hh endlich liefert zwei Mittelpunkte m^ und W' von Kreisen« 
welche die Kreise M^ und Mg gleichartig, Mi und M^ aber, aowl^ 
Mi und Mg ungleichartig berühren. 

Aus dem Gesagten geht hervor, dasa im Allge- 
mein^il für drei Kreise acht andere existiren, welche 
jene drei zugleich berühren. Diese Anzahl kann sich 
aber auf Grund der gegenseitigen Lage der gegebe- 
nen Kreise mehr oder weniger bedeutend reduelren. 

Um nur ein Beispiel anzuführen, so kann der erste der ge^ 
gfdbeiSen Kreise vom i{weit^n, dieser aber vom dritten wiederum 
voUatandig eingeschlossen werden, für wekben FsU auch nicht (ml 
einsiger Kreis denkb^ ist, weleher alle drei Kreise zugleich berCdutt. 

§. 11. 

Grenzffille der Potenzörter. 

Wir fragen, was. aus den Potenzdrtem zweier Kreise wiid, 
wenn einer von letzteren oder beide hi einen Punkt zusammen-^ 
•cJhrumpfen od^ in eine Gerade sich ausstrecke, um die müge^ 
tbeilte Auflösung unserer Bcführutigsaufgahe auch dann anwenden 
zu können, wenn maiter den gegedbenen GebiUen (bisher nur Kreise) 
Pimktai Wd Gmide^ vorkommen. 



bt in Fig. 2S. mt Kreis Mi und statt des zweiten ein Punkt 
lftgegd[>en, so darf man nur die in $.1. mitgetheilte allgemeine 
Construction der Potenzörter für zwei Kruse mit den ndthigen Modi- 
ficatiouen auf den gegenwärtigen Fall anwenden, um diejenigen für 
Punkt und Kreis zu ermitteln. Die Construction gestaltet sich fol* 
gendermassen. 

Man ziehe MiM^y darauf senkrecht JffjBi, yerbinde Bi mit 
Mt, halbire B\Mt in£, und erridite LMJuBiMt; macht man jetzt 
MtD=:MiM (vergl. (5)) und errichtet GiGt±MiMi in D, sowie 
gift d^ M\Mi in My dann ist GiG^ der erste und gtgt der zweite 
Potenzort des Kreises Mi und des Pmdctes M^. 

Die Stelle der Tangenten von einem Punkt P auf G\6t an 
den Kreis K^, welche wir früher oft erwähnt haben, vertritt offeur 
bar jetzt die einüsM^he Verbindungsg^ade des Punktes P mit dem 
Punkte M^'f daher lautet dem Lehrs. 6. entsprechend folgender 

üelursatB 33. Jeder Pvmkt auf dem ersten Potenxort eines 
Punktes und eines Kreises hat die Eigenschaft ^ dass die TangenU 
wn ihm nach dem Kreise gleid^ seiner Yerbindungtgeraden mU dem 
Pmikte üt. 

Umgekehrt: 

Iiehnata 34. Hat ein Punki die Eigenschaft ^ dast die 
Tangente von ihm an einen Kreie gleich seiner Verhindungegeraden 
mit einem sweiten Punkte iet , so gehört dendhe dem ereten Potent- 
orte des letzteren Punktes und de$ Kreises an. 

Reducirt sich auch der Kreis Jfi auf einen Punkt, so fällt 
die Gerade E1M9 mit MtM% und der Punkt L mit M zusammen, 
so dass M sowohl, als auch D in der Mitte Ton MtM^ liegen. 
Folglich muss als erster, wie auch als zweiter Po- 
tenzort zweierPunkte die Gerade angesehen werden, 
welche auf ihrer Yerbindungsgeraden in der Mitte 
senkrecht steht 

Um den ersten Potenzort für eine Gerade Gi6% und einen 
Kreis Mi zu ermitteln, lassen wir in Fig. 24. den Mittelpunkt eines 
Kreises Ki, welcher die Gerade in demjenigen Punkte Ft berührt, 
in welchem dieselbe von dem Lothe aus Mi auf OiG^ getroffen 
wird, aUmählig nach rechts auf der Centrale MtMt in grössere und 
grössere Entfernung rücken, endlich im Unendlichen yerschwinden ; 
sein Radius Jli wird dabei unendfich gross, er selbst geht in die Ge- 
rade G1O9 über. Trifft nun der erste Potenzort der Kreise Mt und Me 
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i' einer bestnunten Grösse toa JVi die Centrale in jD und schnei- 
det Mt die Centrale in Fi, so hat man: 

MkD^-^MtD^ « Ät*— Äi», femer 

iifcö *: Ä.+F.D und Aftö = MvF%—FtD. 

Dorch Einsetzung dieser Werthe verwandelt sich die erste Glei* 

dmng nach Weglassung etlicher Glieder, weldie sich auf Null yer 

dnciren> latd Transponirung eines Gliedes in folgende: 

2Ä, .F,!> + 2ilfiF, . F^D = JlfiF,»— Ät* oder 

2(B, + ÄF,) . FtB «= (Ä» + AfiF,) . FtF^. 

Feilsch erhalt man: 

'^^ ''' - V'''iM. 

Dieser Gleichung kann man die Form geben: 

2M' = ri^'' dabei ist f,l> = F,F^-P^D, sowie 

""d a .»#p == 1 — B . iup- Daher ergiebt »ich: 

T 911 

(37) Fxi> = F^F^ . *% 

Die auf der rechten Seite in den Formeln (36) und (37) 
vorkommenden Grossen behalten mit Ausnahme von Jl) bei der 
Veränderung des Kreises Jkf) bestandige Werthe, da derselbe, wie 
gross er auch wird, stets Giffj in Fj berühren muss. Wir werden 
also ans (36) und (37) dadurch, dass wir R^ unendlich gross 
setzen, die Werthe von F'J) und FiD finden für den Fall, dafes 
der Kreis M^ in die Gerade 61 6^ übergeht. Wenn aber der Nen- 
ner eines Bruches über alle Grenzen hinaus wachst« während sem 
Zähler seinen endlichen Werth behält, wie dies bei dem in (36) 
vorkommenden Bruche und bei den in (37) stehenden, nämlich 

j~-^ und -~-^ , Statt findet, so nähert sich gleichzeitig der Werth 
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man aus (36) : 

FiD » und au» (S7): FjO =^'FiF,. 

Die auf solche Weise gefundenen Werthe lehren , dass der 
Punkt D Back Ft rflckt, ivfthrend der Kreis M^ sich in 4i% Gerede 
fiififj verwandelt, und M^b mnss man als den ersten Po» 
tenzort einer Geraden und eines Kreises di« Gerade 
selbst nehmen. 

Dies bldbt ofltenbar auch richtig, wenn der Kreis Mi sich 
auf seinen Mittelpunkt reducirt, mithin wird auch bei einem 
Punkt und einer Geraden die Gerade selbst als erster 
Potenzort gelten müssen. 

Ja , es kann seÄst dann sich nicht indem , wenn^jder Kreis 
Mi durdi unbegremte Zunahme seines Radius in eine aiweite Ge- 
rade übergeht, weil auf die Grösse des Radius von Mt gar Nichts 
ankommt; daher denn bei zwei Geraden die eine dersel- 
ben für den ersten Poteuzort beider zu halten ist 

Bedienen wir uns zur Bestimmung des zweiten Potenzortes 
in dem Falle, dass einer oder jeder der beiden Kreise in eine Ge- 
rade sich verwandelt, des in Gleichung (5) enthaltenen Gesetzes, 
so ist klar, da der Mittelpunkt Mt m Unendlichen liegt, ViF« aber 
eine endliehe GrOase hat, dass dfr zweite Poten^ort einer 
Geraden und eines Kreises im Unendlichen sich be- 
findet; und dasselbe findet natürlich Statt, wenn 
ein Punkt und eine Gerade oder zwei Gerade gege- 
ben sind. 

GrenzfSlIe der AehnlichkeitspunktQ und der Potenzkreise. 

Für den äusseren Aehnlichkeitspuidit Ä zweier Kreise Mi tmi 
Jl^ in Fig. 16 besteht die ft-eporüon: 

M^A :MtA =« Jr,:Äi t^r 

M^A iMiMt+MtA^ ÄitÄi, also auch 

MiMiiMiA « Ai— llsrA2, woraus sich «*giebt: 

(38) ilf,i = MiMtfr^. 
Für den inneren Aehnlichkeitspunkt / hat man:' 
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MiMtvMtt ^ Hi+Hs^iKs, und daraiift folgt: 

Da sich nim die Ausdrücke in (88) und (89) für Jli^ in 
MiAtita Jf,/±±0 Terwandeln, so Men beide Aefanliclikeitspunkt« im 
Punkte Jfa zusammen. Folglich gilt für einen f^nnkt und 
einen Kreis derPunkt selbst sowohl als äusserer, als 
Ikilchals innerer AehnlichkeitspunkU 

Stellt ttsn sich «nt^ At den gr5sseren Radius vor, so ISsst 
sich die Proportion für den äusseren Aehnlichkeitspttnkt darsteUen 
in der Form : 

Jirii+Ariiir,:iiriil =t= Bt:At, vergl. Fig. 24, daher 
M\M% iM^A *te Äi -*^ Äi : jRi ; 
woraus man, da MiMt = Kt+Mi¥^ ist, erhält: 

(40)lf,i = Ä,.!l|±^i^»==B,, h. 

W^m man die Proportion Ar den innem AefaflUchkeitspunkt 
4nk entspMehend bebahdelt, 90 gelangt man 2d: 

(41) |f./ = Ä..%±M« = Ä.. «._. 

Lässt man jdtzt den Kreis M^ im eine Gerade, welche ihn in 
F, berührt, Übergehen, so hat man Ä, in (40) und (41) unettd- 

lieh gross tnzundimen; unter dieser Annahme werden —^ 

und ^ der Null gleich und die Werlbe von (40) und (41) gehen 
folgUch über in: 

Hieraus sieht man, dass die Aehnlichkeitspankti 
einer Geraden und eines Kreises in den Durch- 
schnittspunkten des vom Mittelpunkt des Kreises 
auf die Gerade gefällten Lothes mit dem Kreise 
liegen. 
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Sind zwei Punkte gegeben« so hat man. «inen besonderen 
Fall desjenigen, bei welchem ein Piipkt und ein Kreis gegeben war 
und der gegenwärtige geht aui demselben dadiuhch: herror, dass 
der Kreis in seinen Mittelpunkt zusammenfällt; weil aber die Grösse 
des Radius hierbei auf die Lage der Aehnlichkeitspunkte keinen 
Einfluss haty so folgt, dass bei zwei Punkten in dem jeinen 
von beiden der äussere und innere Aehnlicbkeitar: 
punkt sich befinden. 

Die noch übrigen Fälle lassen sich aus demjenigen ableiten,- 
in welchem eine Gerade und ein Kreis gegeben sind. Reducirt 
sich der Kreis auf seinen Mittelpunkt, so Men auch alle Punkte 
seines Um&uges in diesen, also auch die beide»: Aebolichkeits* 
punkte, daher bei einem Punkt und einer Geraden. beide 
Aehnlichkeitepunkte in dem Punkte selbst befind- 
lich gedacht werden müssen. Verwandelt sich endlich der 
Kreis in eine zweite Gerade dadurch, dass sein Hittelpunkt in; das 
Unendliche rückt, so geht gleichzeitig die Gerade, auf welcher die 
Aehnhchkeitspunkte liegen, in das Gebiet der Unendlichkeit Ikber, 
und folglich gehören die beiden Aehnlichkeitspunkte 
zweier Geraden dem Unendlichen an. 

Bezeichnet man, wie. früher, durch R(A) den Radii^ des 
äusseren Potenzkreises der Kreise Mi und M^ in Fig. 16. und wm^ 
nennt Fi und Fg die Durchschnitte des Kreises Mi mit der Cen- 
trale MiM%, sowie F^ und F4 die von M^ mit dieser Geraden, so 
kann ein Kreis die gegebenen in Fi und F^ gleichartig berühren 
und man hat deshalb: 

Ä(i)» = AFi.AF^ (vergL J. 7.). 
Setzt man hierin Ifilfs + JV^i+Hi für AFi und M^A—R^ föf 
iF), so bekommt man: 

(42) R{A)^ « (MiMt + M^A + Äi> . (ATji- Äj); 
setzt man aber nach Fig. 24. MiA + Äi für AFt und MiF^ + MiÄ 
f&r AFf, so bekommt man: .. 

(43) R(Ay = (Äi + MiA) . (JlfiF, + MtA). 
Auf dieselbe Weise findet man für den Radius R{f) des inneren 
Potenzkreises aus der Gleichung: 

Kfl)* = iF, . IF^ 
folgende Werthe : 

(44) Ä(i)» = (MiM^ —M^I— Äi) . {Mtl + 11,) nach Fig. 16, und 

(45) Ä(i)«=(Äi+iri/).(ifiF,— Jlfi/) nach Fig. 24. 
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Wril nun für Ä, = der Werth von M^A nnd Mil sich auf NuU 
reducirt, wie oben bewiesen, worden ist, so erhält man aus (42) 

und (44) 

äU)= Ä(i) = 0, d.h. 

sowohl der äussere, als auch der innere Potenzkreis 
für einen Punkt und einen Kreis fällt in den Punkt 

zusainmep. 

Wird aber Ri unendlich gross gedacht, so hat man 

wodurch sich aus (43) und (45) folgende Werthe ergeben: 

(46) RCAy m: 2äi . (ÄF, + Äi) und 

(47) Ä(i)» = 2Rt.iMtF^—Rt). 

Will man daher für einen Kreis und eine Gerade 
den Radius des äusseren Potenzkreises bestimmen, 
so suche man die mittlere Proportionale zwischen 
dem Durchmesser des Kreises und derSumme seines 
Hittelpunktsabstandes von der Geraden und seines 
Radius; will man aber den Radius des inneren Po- 
tenzkreises finden, so suche man die mittlere Pro- 
portionale zwischen dem Durchmesser des gegebenen 
Kreises und der Differenz des Hittelpunktsabstan- 
des von der Geraden und des Radius. 

Hieraus zieht man endlich leicht die Folgerungen, dass die 
potenzkreise für einen Punkt und eine Gerade in den 
Punkt zusammenfallen, die Radien derselben hinr- 
gegep unendlich gross werden für zwei Gerade. 

§. 13. 

Veränderte Gonstruetion für die Mittelpunkte derjenigen 
Kreise^ welche drei gegebene berühren. 

In manchen Fällen kann uns die in $. 10. mitgetheilte Gon- 
struetion im Stich lassen, was namentlich dann geschieht, wenn 
der erste Potenzpunkt der drei gegebenen Kreise nicht im End- 
lichen liegt; dieser Fall tritt ein, wenn die Mittelpunkte der gege- 
benen Kreise auf einer Geraden sich befinden. Will man eine 
Auflösung haben, die auch dann noch ausfühii>ar ist, so muss man 
erst^jfti. die Centralen PKt u. s.w. der Berührungskreise und 
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I weit eng die Poto CTiU. s. W. der Berflhfiingsselmeil uiiabhln^ 
yfma ersten Potentpunkt P der gegd>enen Krrise zu con^fttlteti 
suchen. Dies wollen wir im Folgenden thun. 

Die Kreise «ti und m^ sowie nit und m'* in Fig. 22. berüh- 
ren die gegebenen Mi und M^ gleichartig ; der Potenzkreis^ welcher 
aus Äi, dem äusseren Aehnlichkeitspunkte der Kreise Mt und Mf, 
beschrieben werden kann, wird also von jenen vier Berfihrungs- 
kreisen entweder rechtwinklig oder im Durchmesser gesehm'tten 
(Lehrs. 31). Dasselbe gut von den Kreisen nii, m\ «i, m'" in 
Bezug auf den Potenzkreis A^ (der Kreise Mt und Af,), sowie roh 
m%, m\ Hl«, m"^' in Bezug auf den Potenzkreis Ag (der Kreise M^ 
und M^, Nun muss bei jeder beliebigen Lage der gegebenen 
Kreise wenigstens zwei Potenzkreisen dasselbe widerfduren Von Sei- 
ten der zu ihnen gehörigen BerOhrungskreise (vergi. Ldirs. 81.). 
Es können also etwa die beiden Potenzkreise Ax und At ton ihren 
respeetiven Berührungskreisen rechtwinklig geschnittisn weltlen; 
dann müssen, wie aus der vorstehenden Gruppirong d^ Berfih- 
rungskreise in Bezug auf die Potenzkreise hervorgeht, di6 KrMfte 
Ml und m^ gleichzeitig die Kreise A\ und At rechtwllddig #<ifanti6i^ 
den. Dah^ schneiden auch umgekehrt diese PoteiizkrMse die 
Kreise mi und m' rechtwinklig und haben folglich ^\e Cen- 
trale dieser Berührungskreise zum ersten Potetiz6rt 
(Lehrs. 13.) W^den aber die Poteiizkreise Ax und A% (oder zwei 
andere) von ihren respeetiven ßerührungskreisen, also ton Mi und 
m^ gleichzeitig, im Durchmesser geschnitten, so haben sie die 
Centrale dieser Berührungskreise zu ihrem zweiteti 
Potenzort (Lehrs. 14.). In beiden Fällen kann diese Centrale 
als durch die Potenzkreise bestimmt angesehen werden. Ganz 
dasselbe gilt aber offenbar von den übrigen Potenzkreisen und 
Centralen. 

Nennt man jetzt dengenigai Kreis, welcher aus \3x auf iiiaii 
mit der Tangente IJxTx = VxT beschrieben werden kann, den 
äusseren Polkreis, die aus ü%^ I/,, (Ti respective mit V^^ 
Ä UtV, ÜJt =t» PgP", ÜJt^ •« ÜJ'*** beschriebenen beasügUdi 
den ersten, zweiten, dritten inneren Polkreis dss 
Kreises Mt und giebt dea entsprechenden Kreisen für M^i M\ 
analoge Namen , so fc^ aus der in %. 9. angestellten BetracMimg, 
daas die drei äusseren Polkreise der diti gegebene» die Centrale 
f!Ki oder mim', die drei ersten innerea im Geutralo m^U die 
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drei zweiten inneren m^mf" und die drei dritten inneren m^m 
jedesmal zum ersten Potenzort haben und dass alle Polkreise die 
bezüg^chen Beröhrungskreise rechtwinklig schneiden. 

Wenn also zuerst von den beiden oben angefahrten Fällen 
deijenige eintritt, in welchem zwei Potenzkreise (etwa die beiden 
äusseren ii und A%) die Kreise nii und m* rechtwinklig schneiden, 
so haben sie mit den äusseren Polkreisen die Cen- 
trale Mim' zum gemeinschaftlichen erstenPotenzort 

Gesetzt nun, die Potenzkreise schneiden sich, so gehen die 
äusseren Polkreise durch ihre Kreuzungspunkte; wenn dann einer 
dieser Punkte mit D bezeichnet wird, so müssen C^|D, {/^7| und 
üiT* als Radien des äusseren Polkreises üt einander gleich sein; 
da aber ütTx und ViT* Tangenten an den Kreis Mi sind, so 
liegt Ui auf dem ersten Potenzort des Punktes B und des Kreises 
Ml (yergl. Lehrs. 33.). Bestimmt man daher diesen Potenzort, so 
giebt der Durchschnitt desselben mit A^A^A^ den Punkt U^, 

Schneiden sich aber die die Berührungskreise mi und m' 
rechtwinklig schneidenden äusseren Potenzkreise (ii uudjila) nicht, 
so lege man Ton irgend einem Punkte X auf der Centrale miwf 
an einen von ihnen eine Tangente und beschreibe mit ihr um je- 
nen Punkt X einen Kreis ; dieser schneidet sowohl die Potenzkreise, 
als auch die Polkreise rechtwinklig (Lehrs. 8.)* Mithin schneidet 
auch umgekehrt jeder der Polkreise, z. B. I/i , denselben rechtwink- 
lig und weil üi ausserdem den Kreis Jfi ebenfalls rechtwmkJig 
schneidet, so gehört der Punkt Ui dem ersten Potenzorte der 
Kreise X und Mi an (Lehrs. 11.). Construirt man folglich diesen 
Potenzort, so ist im Durchschnitt desselben mit A^A^A^ der Punkt 
üi gefunden. 

Sollten endUch die Berührungskreise mi und m' die Potenz- 
kreise im Durchmesser schneiden, so dass die Centrale minn* in 
Bezug auf letztere zweiter Potenzort ist (Lehrs. 14.) , und man 
construirt aus emem beliebigen Punkte der Centrale einen Kreis, 
welcher die Potenzkreise im Durchmesser schneidet, so schneidet 
dieser die Polkreise rechtwinklig (Lehrs. 15.) und das unmittelbar 
vorher Gesagte findet auch dann Anwendung. 

Vorstehende Erörterungen gelten unbeschränkt auch für die 
inneren Potenz- und Polkreise; das Verhalten der Berührungkreise 
gegen die Potenzkreise kann ausserdem jedesmal aus der Lage der 
gegebenen Kreise beurtheilt werden (Lehrs. 31.) ; somit haben wir 

B4Uwigt PnUm , 3 
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im Vorhergehenden die Aufgabe, Mittelpunkte von Kreisen zu fin*^ 
den, welche drei gegebene berühren, ^mit Umgehung des ersten 
Potenzpunktes vollständig gelöst, indem das weitere Verfahren, 
welches nach Auffindung der Mittelpunkte der Polkreise zu den 
Mittelpunkten der Berährungskreise selbst führt, dasselbe bleibt, 
wie in $,10. 

Wir wollen diese Auflösung auf den Fall anwenden, welcher 
in Fig. 25. dargestellt ist, bei welchem die Mittelpunkte J#, , J#|, 
Jf| der gegebeneu Kreise in einer Geraden liegen, so zwar, dass 
die Kreise M^ und ilf , von M^ eingeschlossen werden, sich selbst 
aber schneiden. 

Da hier die Kreise M^ und üfg zu M^ dieselbe Lage, unter 
einander aber eine davon abweichende haben, so bestimme matk 
die Aehnlichkeitspunkte Ai und A^ und die zu ihnen gdi&rigea 
Potenzkreise , indem man R{Ai) und A(ia) bezüglich aU mittlere 
Proportionalen zwischen iiFi und AiF% und zwischen A%Fi und 
A§Fi bestimmt. Weil die Kreise Jkff und Mg von Mi eingeschlos* 
scn werden, so zeichne man zu diesen Potenzkreisen den zweiten 
Potenzort gtgt, welcher M^Mt in K trif!t, beschreibe um K einen 
Kreis so, dass er die Kreise Ai und A^ im Durchmesser schneid 
det und coniU'Uire den ersten Potenzort ffi6t dieses Kreises und 
des Kreises Mi. Trifft dieser AtA^ in üi, so ziehe man von (/« 
an den Kreis ilf i die Tangenten Ut Ti und Ut T und bringe Mi Ti 
und Ml T* mit gigt in mx und mf zum Durchschnitt. Dann hat 
man in diesen Punkten die Mittelpunkte derjenigen Kresse gefunden, 
welche die Kreise üi, Jft, M% gleichartig berühren. 

Will man in diesem Falle Mittelpunkte solcher Kreise findMi, 
welche M,^ und M^ gleichartig, nämlich von aussen, M^ aber voU 
innen berühren, so suche man die Aehnlichkeitspmikte il,, 1^, /,; 
hier verhalten sich die Berührungskreise ganz gleich gegen dn 
Potenzkreise i^, J^, /s» ^^^ schneiden dieselben nämlich alle reobt^ 
winklig (Lehrs. 31.). Mab construire also, wie in Fig. 28. > zwei 
von ihnen, etwa I^ und 7^, indem man die mittlere Proportionale 
zwischen IJF^ und /^F^, sowie zwischen I^F^ und /^F« bestimmt; 
da sich diese Kreise in D schneiden, so zeichne man den ersten 
Potenzort G'G** des Punktes D und des Kreises ilfi, bringe 
G*G** mit IJ^ in ü^ zum Durchschnitt, kiehe von ü^ an M^ 
die Tangenten ÜJ^ und UJ[** und verbinde M^ mit T^ und mit 
T\ so schneiden diese Geraden den etBten Pattnzait ff^^^ 
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der PotcBzkraise in m^ und mf* als den beiden gesuchten Mitt^l-r 
punkten der Berührungskreise. 

Andere als die Tier construirten Berührungskreise eiistirea 
bei der angenonunenen Lage der gegebenen Kreise nicht. 

Berubrungsaurgaben, bei welchen Kreise, Gerade und Pupkt« 

gegeben sind. 

in der Aufgabe, deren Lösung wir in $.9. und §.13. mit*» 
getheiit haben, kann jeder von den drei gegebenen Kreisen ent- 
weder durch eine Gerade, oder durch einen Punkt ersetzt und auf 
solche Weise eine Reihe neuer Angaben gebildet werden, in wel- 
chen die Beschreibung von Kreisen gefordert wird, welche die ge- 
gebenen drei Gebilde zu gleicher Zeit berühren. Die hierdurch 
entspringenden Aufgaben lassen sich nach der Beschaffenheit ihrer 
gegebenen Gebilde folgendennassen zusammenstellen. Es sind ge- 
geben: 

,-.«.. j 1 1) eine Gerade, 
l Zwei Kreise und { «( . « , ' 

I 2) em Punkt; 

I. 3) zwei Gerade, 
4) eine Gerade und ein Punkt, 
5) zwei Punkte ; 

m. Zwei Gerade und I !,^ *!" ''r^'' 

f 7) eme Gerade; 

IV. Zwei Punkte und 1 ^ '^\^''^^^ 

\ 9) em Punkt. 

So lange in einer solchen Aufgabe nur eins von den gegei- 
benen Gebilden ein Kreis ist, lassen sich die aUgemeinen Auflö- 
sungen des $. 9. und $. 13. auf den jedesmaligen Fall anwenden, 
wie wir dies an folgendem Beispiele nachweisen wollen. 

Auf gäbe. Einen Kreis tu hegehr eiben, welcher einen gege* 
henen Ereie und eine gegebene Gerade berührt und durch einen ge- 
gebenen Funkt gehl {und einen gegebenen Punkt berührt). 

^ir nehmen zuerst an, dass die Gerade auf der Yerbindungs- 
geraden des Punktes mit dem Mittelpunkt des Kreises nicht senk- 
recht steht. Ist also in Fig. 27. der Kreis M, die Gerade FF^ und 
der Punkt H gegeben , so bestimme man zunächst den ersten Pik- 

3* 
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tenzpunkt P der drei Gebilde als Durchschnitt ihrer ersten Potenz- 
örter ($. 11.). Derselbe liegt im Durchkreuzungspunkt des ersten 
Potenzortes fiffif| für den Punkt H und den Kreis M mit der Ge- 
raden FFj. Um die Aehnlichkeitsgeraden zu construiren, fidle 
man von M auf FF^ ein Loth, welches (verlängert) den Kreis in 
Ä und / trifft, und verbinde H mit Ä und mit /; dami sind HA 
und HI diese Geraden ($. 12.). Fällt man jetzt von P auf HA das 
Loth PKij bestimmt die Polare ££| von P in Bezug auf den Kreis 
M und deren Durchschnitt U^ mit HA , legt von (7| an M die 
Tangeuten Ü^T^ und U^T* und bringt endlich die Radien MT^ 
und MT' mit PKi zum Durchschnitt in m| und m\ so hat maB 
in diesen Punkten zwei Mittelpunkte solcher Kreise gefunden, wie 
sie die Aufgabe verlangt. 

Zwei andere m^ und m" findet man mittelst der Aehnlidi- 
keitsgeraden HL 

Wenn aber die Gerade auf der Verbindungsgeraden des 
Punktes mit dem Mittelpunkt des Kreises senkrecht steht, so ver- 
fahre man nach $.13., wie folgt. Wenn der Punkt ff, wie in 
Fig. 28. , ausserhalb des Kreises M und auf der Seite der Geraden 
FFi sich befindet, auf weicher auch der Mittelpunkt M hegt, so 
ist man berechtigt , die Sache so aufzufassen , als lägen alle drei 
gegebene Gebilde ausser euiander. Mau beschreibe über AD einen 
Halbkreis {D ist der Durchschnitt von MH mit FF^), errichte 
IBJ^MH, wodurch ilS, die mittlere Proportionale zwischen i/und 
AD, als Radius des äusseren, und IB, die mittlere Proportionale 
zwischen lA und ID, als Radius des inneren Potenzkreises der 
Geraden FF^ und des Kreises M gefunden wird ($. 12.), bestimme 
den ersten Potenzort Gff , des Punktes ff, in welchem die übrigen 
Potenzkreise zusammenfallen ($. 12.), und des Potenzkreises i, der 
mit AB beschrieben ist, ziehe aus dem Durchschnitt X von GG^ 
mit MH einen Kreis durch ff und suche zu diesem und dem Kreis 
M den ersten Potenzort, respective dessen Durchschnitt U^ mit 
ilfff, der Aehnlichkeitsgeraden. Die Tangenten Ü^T^ und Ü^T 
von Ui an den Kreis M bestunmen jetzt die Punkte Tj und T, 
deren Verbindungsgerade mit if auf Gff^ zwei Mittelpunkte m^ und 
m' solcher Kreise geben, welche den Kreis M (von aussen) und 
die Gerade FF^ berühren und durch den Punkt ff gehen. 

Zieht man aus / den inneren Potenzki*eis mit /S, sucht zu 
ihm und dem Punkte ff den zweiten Potenzort gg^^ beschreibt 
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aus dessen Durchschnitt Y mit MH einen Kreis mit KB, welcher 
den Potenzkreis / im Durchmesser schneidet, ermittelt zu ihm und 
dem Kreis M den ersten Potenzort, respective dessen Durchschnitt 
ü^ mit MB und zieht von U^ an M die Tangenten Ü<J^ und 
U^r*, so bestimmen MT^ und MT" auf gg^ die Mittelpunkte «4 
und nt" von zwei Kreisen, welche den Kreis M (von innen) und 
die Gerade FF^ berühren und durch H gehen. 

Bei solchen Aufgaben, welche unter den gegebenen Gebilden 
keinen Kreis zählen, werden gewisse Bestimmungsstücke der all- 
gemeinen Auflösung iur die Construction unmögUch, weil gewisse 
Punkte oder Gerade dem Unendlichen anheimfallen; sie lassen sich 
aber dennoch nach den bisher aufgestellten Grundsätzen lösen, wie 
wir im Folgenden zeigen werden. 

Behandeln wir zuvörderst die 

Aufgabe« Einen Kreis zu beschreibeny welcher zwei geg^en§ 
Gerade berührt und durch einen gegebenen Punkt geht» 

Die gegebenen Geraden EE^ und FF^ in Fig. 29. mögen sich 
n N schneiden und H der gegebene Punkt sein. Der erste Po- 
tenzpunkt der drei Gebilde ist hier offenbar N, da EE^ und FF^ 
die ersten Potenzörter darstellen ($.11.). Da ferner die Aehnlich- 
keitspunkte von H in Bezug auf jede der Geraden in H selbst lie- 
gen, die der Geraden unter einander aber im Unendlichen ($. 12.), 
so geht daraus Nichts^ über die Lage der AehnUchkeitsgeraden in 
diesem Falle hervor. Denkt man sich aber um H einen Kreis mit 
beliebigem Radius beschrieben, fällt von H auf EE^ das Loth He 
und auf FF^ das Loth J7/, von denen das erste den Kreis in t, 
das zweite in t| trifft, und verbindet t mit t^, so stellt ii^ eine 
Aehnlichkeitsgerade des Kreises H und der beiden gegebenen Ge- 
raden dar ($. 12.); eine zweite aa^ läuft mit dieser parallel durch 
die anderen Durchschnitte der Lothe mit dem Kreise. Schneidet 
nun it\ die Gerade EE^ in e^ und FF^ in f^, so ist 
Z.«ej = /-flitj und ^fif^ = ^Hi^i, sowie ^Hii^ = ^Hi^i, 
mithin auch ^eie^ = ^fifi> 

Weil aber die Winkel bei e und / rechte Winkel sind, so 
folgt weiter, dass man hat: 

£^ee^% = ^ffih oder ZJNe^f^ = -^^/i«!. 
Daraus geht hervor, dass die Aehnlichkeitsgerade tij mit den ge- 
gebenen Geraden em gleichschenkliges Dreieck bildet, was natürlich 
auch von aa^ gelten muss. 
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Verkleinert man jetzt den Radius des Kreises IT, so beballw 
die Aehnlichkeüsgeraden für jeden Werth des Radius die erwalmte 
Eigenschaft und nahem sich dem Hittelpunkte und somit auch 
einander selbst um so mehr, je kleiner der Radius angenommen 
wird. Im Grenzfalie , in welchem der Kreis in den Punkt H eiiv- 
Bcbrumpft, muss folglich die einzige Aehnlichkeitsgerade 
durch H gehen und mit den gegebenen Geraden ein 
gleichschenkliges Dreieck bedingen, das Dreieck NAI. 

Daher liegen die Mittelpunkte der Kreise, welche der Aufgabe 
genügen sollen, auf dem Lothe NK von N auf AI; dieses halbirC 
den Ton den gegebenen Geraden gebildeten Winkel ENF. Dmb 
übrigens auf NK die Mittelpunkte aller Kreise sich befinden, waldie 
££^ und FF^ zugleich berühren , ist sehr bekannt und wir habwa 
die vorstehende Begründung dieser Wahrheit nur deswegen aus- 
geführt, um sie in Zusanmienhang mit unseren Betrachtungen zu 
bringen. Könnten wir nun zwar auch die Polare von N in Bezug 
auf U oder eine der Geraden vielleicht durch Grenzbelrachtungen 
ermitteln, so würde doch das Ziehen von begrenzten Tangenten, 
welches die allgemeine Auflösung fordert, unmö^ch werden und 
es tritt daher die Nothwendigkeit ein, einen anderen, freilich durch 
die firüheren Entwickelungen ebenfalls bedingten, Weg einzuschhgao. 

Beschreibt man nämlich um einen beliebigen Punkt M auf 
NK mit dem Lothe MQ auf EE^ einen Kreis, so berührt dieser die 
gegebenen Geraden, wie der gesuchte es ebenfalls soll; man bat 
also zwei Kreise, für welche J?£^ und FF^ die äusseren gemein* 
scbaftlichen Tangenten sind. Folglich stellt der Durchsdinitt J^ 
von EE^ und FF^ den äusseren Aehnlichkeitspunkt der beide» 
Kreise dar. Wenn man nun NH zieht und dies schneidet dea 
Kreis üf in A, so giebt Mb einen Radius, mit welchem im gesuch- 
ten Kreise durch H ein Radius parallel hindurchgehen muss; mit- 
hin liefert eine Parallele durch H mit hlU in ihrem Durchschnitt m 
mit NK den Mittelpunkt des gesuchten Kreises ; sein Radius ist mff. 
Der zweite Durchschnitt des Hülfskreises M mit der TransveiBifo 
NH führt zu einem zweiten Mittelpunkt, aus welchem sich eben- 
falls ein der Aufgabe genügender Kreis beschreiben lässt. 

Wenn die gegebenen Geraden EE^ und FF^ parallel sind, so 
ändert sich dadurch nichts WesenÜiches an der vorstehenden Ent«* 
wickehmg; man hat nur den Durchschnitt der Geraden im Unend- 
lichen befindlich zu denken. 
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Sind drei Gerade gegeben, die von einem Kreise berührt wer- 
den sollen, so wird der Mittelpunkt desselben nach dem Vorigen 
leicht mittelst zweier f on den drei Halbirungsgeraden bestimmt, 
weiche die von den Geraden gebildeten Winkel balbiren. 
.. Wir stellen ferner unserer Eintheilung gemäss die 
'** Amt^fmXbe. Einen Kreii m hesthreihen^ welcher eine gegebene 
Gerade herükrl Mnd durch Mwei gegebene Funkte geht. 

Hat man ausser der Geraden BB^^ in Fig. 30. die beiden 
Punkte Hl und £r,, an liegt der erste Potenzort der drei Gebilde 
in dem Durchschnitt P der auf dÜt Yerbindungsgeraden H^Hj in 
ihrer Mitte K senkrecht errichteten Geraden mit BB^^ ($. 11.). Die 
einzige AehnUchkeitsgerade wird yon H^H^ selbst repräsentirt ($. 12.) ; 
mithin enthält PK die Mittelpimkte aÜer durch JJ^ und ff, gehen- 
den Kreise (wie auch sonst bekannt), also auch die der gesuchten. 
Beschreibt man jetzt um K durch H^ und H^ einen Kreis uad 
legt an diesen yom Durchschnitt F zwischen H^H^ und EBi eine 
Tangente FF, so hat man in dieser die Länge der Tangenten tob 
JP an den gesuchten Kreis gefunden. Es ist nämUch, da der ge^ 
suchte Kreis durch Hi und H, gehen soll, wie dies der Kreis K 
ebenfalls thut, H^H^ der erste Potenzort beider Kreise, die Tan- 
genten von jedem Punkte auf H^H^ (verlängert) an die Kreise also 
gleich, z.B. die von F. Weil nun EE^ den gesuchten Kreis be- 
rühren soll, so muss FT^ m: FT die Länge der Tangente von F 
an den gesuchten Kreis sein. Errichtet mau dabet auf EE^ in r^ 
ein Lotb, so bestimmt dies auf PK den Mittelpunkt m des gesuch- 
ten Kreises. Trägt man die Länge FT nach der anderen Seate von 
F aus auf EEf ab , so gelangt man durch den Endpunkt diesee 
Stockes auf gleiche Weise, wie durch den Punkt 7| , zu dem Mit- 
telpunkt ^ines Kreises, der die Forderungen der Angabe gleicb&lla 
erfüllt. 

Steht die Yerbindungsgerade der gegebenen Pnnkte auf der 
gegebenen Geraden senkrecht, d.h. liegen die Mittelpunkte der-^ 
jeiugen Kreise, aus welchen wü* uns die gegebenen Gebilde entr 
standen denken können, auf einer Geraden» so ändert 4ies nicbta 
Wesentliches an obiger Coastruction. 

Soll endUkh ein Kreis durch drei Punkte gelegt werdeo* »o 
fiadet man nach dem Vorigen den Mittelpunkt desselben leicht ver- 
möge des Durchschnittes der auf den Verbiadungsgeraden dv ge* 
gebß9m Punkte m ihren MiUen errähteten Lotbe. 



— 40 — 

i 15. 

Die sechs Kreise, von welchen die acht Berühningskreise 
dreier gegebenen quaternionsweise berührt werden. 

Die acht Berührungskreise dreier gegebenen bilden vier Äare, 
indem zwei solche, deren Hittelpunkte demselben Lothe vom ersten 
Potenzpunkte auf eine Aehnlichkeitsgerade angehören, als ein Paar 
bildend angesehen werden können ; diese Paare sind also (Fig. 22.) : 

Erstes Paar: tn^ und m^ 

Zweites „ : m^ und m'\ 

Drittes „ : m, und m'^', 

Viertes „ : m^ und m"". 

Man kann femer Quatemionen aus den acht Berühningskrei* 
sen dergestalt formiren, dass jede Quatemion aus zweien der so 
eben aufgeführten Paare besteht; thut man dies auf aUe nur mög- 
liche verschiedene Arten, so erhält man folgende sechs Quater- 
nionen: 

erste Quatemion: iftf, m\ «14, mf\ 

zweite „ : m^ m', m^, m'", 

dritte 

vierte 

fünfte „ : «tj, m", «114, m"", 

sechste „ : mj, m'", »i|, m"". 

In $. 13. ist als Folgerung aus Lehrs. 31. die Behauptmy 
ausgesprochen, dass die Kreise nti und m', sowie m^ und m^* dm 
Potenzkreis i| der Kreise Mf und M^ entweder rechtwinklig oder 
im Durchmesser schneiden; dieser Kreis wird also umgekehil }eQt 
Berühmngskreise entweder rechtwinklig schneiden, oder selbst ton 
ihnen im Durchmesser geschnitten. Mithin ist der Punkt Äi als 
der erste Potenzpunkt der Kreise m|, m^ m^, m'' anzusehen (Um- 
kehmng von Lehrs. 17.). Die Verbindungsgerade T^ T ist femer 
gemeinschaftliche Sehne des Polkreises U^ und des Kreises üf^, 
welche sich rechtwinklig schneiden; sie muss daher durch P, den 
Pol von £il', worauf ü^ liegt, hindurchgehen (Lehrs. 32.). Weil 
nun die Centrale mim* ebenfalls den Punkt P enthält und die 
Kreise mj und mf in Ti und IT von dem Kreise Mi ungleichartig 
berührt werden, so ist P innerer Aehnlichkeitspunkt der Kreise m^ 
und m^ (Lehrs. 23.) ; durch ihn muss also eine innere Aehnlichkeits»' 
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gerade sowohl der drei Kreise mj , m', «4 , als aach der .Kreise 
frii, m', m" hindurchgelMii. 

Fällt man jetzt auf die eben angedeutete Aehnlichkeitsgerade 
von mi, m', »4 ein Loth Tom ersten Potenzpunkt A^ , so enthalt 
dasselbe Mittelpunkte von Berührungskreisen, welche m| und m! 
ungleichartig berühren (vergl. $.9.)* Da aber^g ein solcher Kreis 
ist, so muss man dadurch, dass man A^ mit M^ verbindet und 
von P ein Loth auf AJ/^ fallt, in diesem Lothe die besprochene 
Aehnlichkeitsgerade finden, auf welcbfior ausserdem der innere Aehu- 
lichkeitspunkt von m^ und m^ und der äussere von m* und mi 
liegen werden; indem jene beiden Kreise ungleichartig, diese aber 
gleichartig von Mi berührt werden. Weil nun A^ auch erster Po- 
tenzpunkt der Kreise m^, m\ mf' ist, so muss dasselbe Loth von 
P auf AJdi auch eine innere Aehnlichkeitsgerade dieser drei Kreise 
sein und noch den äusseren Aehnlichkeitspunkt von m^ und m" 
und den inneren von m* und m** enthalten. 

Die Polare von A^ in Bezug auf den Kreis m^ trifft die 
eben erwähnte Aehnlichkeitsgerade in einem Punkte, von dem aus 
eine Tangente an m^ einen Berührungspunkt geben muss, der mit 
m^ verbunden auf AJÜ^ den Punkt M^ bestimmen wird. Der Be- 
rührungspunkt der Tangente ist folglich der von den Kreisen m^ 
und 3fj gebildete und die Polare wird daher die AehnUchkeitsge- 
rade in demselben Punkte ü treffen, wie die Tangente in diesem 
Berührungspunkt, so dass U ohne die Polare nur vermöge der er- 
wähnten Tangente bestimmt werden kann. 

Zieht man von (7 an m^ die zweite Tangente Vty verbindet 
m^ mit t und bringt mjt zum Durchschnitt mit AJi^ in üf,', so 
ist nach der ausgeführten Construction M^* Mittelpunkt eines Krei- 
ses, der die drei Kreise m^, m', m^ berührt; weil aber diese Con- 
struction für die Kieise m^, m', m" unverändert bleibt, so berührt 
der Kreis M^' die vier Berührungskreise m^, m', »4, m" zu glei- 
cher Zeit. 

Der vorstehenden, die erste Quaternion von Berührungskreisen 
betreffenden, Betrachtung analoge finden Anwendung auch auf jede 
der übrigen Quaternioneu und liefern noch fünf neue Mittelpunkte 
von Kreisen, von welchen die Berührungskreise quatemionsweise 
berührt werden. Für die zweite Quaternion ergiebt sich ein Mit- 
telpunkt M^* auf der durch A^ und Jf, gehenden Geraden; für die 
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dritte ein solcher Mi' auf Ä^Mi^ (Ür dm Haie M^** auf JJi^^ Ar 
die fünfte M^** auf IJÜt^ und für die seöhtte M^'* auf IJig. Also: 

üelirMAta 35. DU drei gegebene Kreise berührenden ctelU 
Kreise haben eine solche Lage, dats sechs andere sich hesdireiben 
lassen, welche je vier von den Berührungskreisen xugleieh beführen, 

lieber die bezeichneten sechs Kreise wollen wir noch einige 
Bemerkungen hinzufugen. Die Kreise mit den Mittelpunkten Jf^', 
^2'' ^s werden von m^ und m' gleichzeitig berührt und zwar dajs 
Paar Jlf^^ M^' gleichartig, die beiden anderen Paare ungleichartig; 
aus der Construction in $. 10. folgert man deswegen sofort, dass 
die Centrale miin' durch den ersten Potenzpunkt der drei berühr- 
ten Kreise gehen und auf einer von ihren inneren Aefan&cY&.eila- 
geraden senkrecht stehen muss. Weil wir aber wissen, dass m^mf 
ein Loth auf Ä^A^^A^ ist, so hegt also nicht nur der erste Potenz- 
punkt von M^*, M^y M^* auf mjn'y sondern diejenige ihrer inneren 
Aehnlichkeitsgeraden , auf welcher der äussere Aehnlichkeitspunkt 
von M^' und M^' sich befindet , muss auch mit A^A^A^ entweder 
zusammenfallen oder parallel sein. 

Bei der Untersuchung dieses Paragraphen ist g9;Eejgt worden, 
dass A^ ein Punkt des ersten Potenzortes der Kreise m^ und m' 
ist ; dies gilt auf gleiche Weise von A^ und A^ , woraus äch ^x- 
giebt, dass A^Ae^A^ der erste Potenzort der Kreise m^ und nn* seio 
muss. Auf diesem müssen sich die gemeinschaftliche Tan^^ente 
zwischen M^* und m^ und die zwischen M^* und m* begegpen, d^ 
Schnittpunkt aber muss zugleich auf der Polare des ersten Potenz- 
punktes der Kreise M^*, M^^ M^* m Bezug auf M^* liegen. Beshalb 
geht die Berührungssehne der eben erwähnten gemeinschati&c\ieii 
Tangenten durch diesen ersten Potenzpunkt als den Pol der Polare, 
andrerseits aber trifft diese, da in ihren Endpunkten die Kreise m^ 
und m* ungleichartig beröhrt werden, den inneren Aehnlichkeitspunkt 
der letzteren Kreise, als welchen wir bereits P kennen gelernt ha- 
ben. Hieraus ergiebt sich, dass P der erste Potenzpunkt und Ay^A^A^ 
«ine von den inneren Aehnlichkeitsgeraden derjenigen Temion von 
Kreisen ist, welche von Jf ^', U^, U^* gebildet wird. Das Merkmal 
dieser Temion besteht darin, dass die Kreise- derselben zugleich 
von den Kreisen m^ und m* berührt werden; solcher Temionen, 
deren Kreise von zweien der acht Berührungskreise zugleich be» 
rfihrt werden, kann man folgende vier bilden: 
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ente TernioA: M^^%f ^i'^ b^rAhrt too m^ und m\ 



««ettt ♦,, i WfmtU i^«^ ff ^ »»« und m^ 
dritte „ : M^\ M^", M^'\ „ „ m, und wi'", 
vierte „ : M^^ Jf,", Ifj", „ „ m^ und m"". 
Jede dieser Ternionen hat P zum ersten Potenzpunkt und 
eine der Aehnlichkeitsgeraden der gegebenen Kreise Jf j, M^, M^ zu 
einer ihrer Aehnlichkeitsgeraden, nämlich die erste Ternion A^A^A^ 
zu derjenigen inneren, auf Welcher der äussire Aehnlichkeitspunkt 
Ton Ml und M%* liegt ,'^ie zweite AJ^Ij zur äusseren, die dritte 
A^Igli zu demjenigen inneren, auf welcher der äussere Aehnlich- 
keiti^>uiikt ton Jf^'' und Mg^' Hegt, and die vierte AglJ^ zu der- 
jenigen inneren, auf welcher der äussere Aehnlichkeitspunkt von 
JH," und H," liegt. 

Die Mittelpunkte der die Berfihrimgskreise berührenden Kreise 
bestimmen mit den Mittelpunkten der gegebenen vier Ternionen 
von Verbindungsgerafden, nSmIich: 

erste 'Termofli: Jfiüf«', ÜitfzS J^t^I^ 
zweite „ : MgMi\ M^M^'U M^M^\ 
dritte „ : if,^|", if,^i", M^M^", 
vierte „ : MiM^*\ M^M^^ M^^\ 
Die Geraden jeder Ternion begegnen sich in einem und dem- 
selben Pimkte (Lehrs. 26.)- 
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Im Verlage von H.W. Schmidt ist erechienen: 



Die Kalileiitheorle 



von 

Dr. Herrn. Schwarz. 

29 Bogen, gr. 8. 2Vi Thlr. 



Die Prineipien 

der 

höheren ün&l} sIs 

in ihrer Entwickeloag 
Ton IietbntB bt« auf Iiaipranipe« 

als 

ein historisch -kritischer Beitrag 
dargestellt 

Ton 

Dr. Hermann Weissenbom. 

Mit 3 Figuren -Tafeln. 

gr. 8. 1856. IV2 Thh-. 



nie Auflösung^ 

der 

diopbantisclieii dleichnngen ersten €rra4«& 

für 

UÖUere üehrAiiMtAlten* 

Von 

W^. Berkhan^ 

Oberlehrer der Mathematik und Naturwissenschaften am Herzoglichen Gymnasio 

zu Blankenburg. 

1855. 8. 1 nur, 5 Sgr. 

(Die Auflösungen des Bweiten Grades erscheinen nächstens.) 
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